








Journal 
für die 
reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 


Herausgegeben 
unter Mitwirkune der Herren 


Frobenius, Hettner, Knoblauch, Lampe, Schottky, Schwarz 


von 


K. Hensel. 


Mit tätiger Beförderung hoher Königlich Preußischer Behörden. 


Band 131. 


In vier Heften. 





Berlın, 


W. 35, Lützowstraße 107/8. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 


1906. 








Inhaltsverzeichnis des Bandes 131. 


Bauer, M., Über die arithmetische Reihe 

Bohl, P., Über eine Differentialgleichung der Störungstheorie 

Busche, E., Über Gitterpunkte in der Ebene. . . . 

Ermakoff, W., Equations difförentielles da premier ordre ayant des multi- 
plicateurs de la forme (y—u, )" (y— u,)® ...(y— Un)”n 

Farkas, J., Beiträge zu den Grundlagen der analytischen Mechanik 

Fejer, L., Über Stabilität und Labilität eines materiellen Punktes im wider- 
strebenden Mittel 

Gundelfinger, S., Drei Briefe von €. F. Gauß an Joh. von Müller 

Horn, J., Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage 

Knoblauch, J., Die Biegungs-Invarianten und Kovarianten von gegebener 
DE . SE 5 

Landsberg, G., Bemerkungen zur Theorie der algebraischen Kurven 

Mandl, M., Über die Zerlegung von Funktionen mehrerer Variabeln in irre- 
duktible Faktoren 

Mertens, F., Über zyklische Gleichungen 

Rados, @., Die Diskriminante der allgemeinen Kreisteilungsgleichung . 

Schlesinger, L., Zur Theorie der homogenen linearen Differentialsysteme 

Schwering, K., Anwendung der elliptischen Funktionen auf eine geometrische 
Aufgabe 

Stephanos, C., Sur les forces donnant lieu a des trajectoires coniques 

Teixeira, F. Gomes, Sur quelques applications des series ordonnees suivant 
les puissances du sinus 


Thome, L. W., Über simultane lineare Differentialeleichungen 


keu 
Fr 
zZ 
er Er 
er 
bu! 
Jenna 


en 
wi 


Seite 


26 


8 


_ 


115 


H6 


165 


216 


224 


244 


152 


40 


49 


202 


97 


-— 





ne . IE 2 ” . e EEE ERTEILT EEE 





ae ee ” 


Pe N VDE HBREET ESERETL MER NE Eee 


Drei Briefe von Ü. F. Gauss an Joh. von Müller. 


Herausgegeben von Herrn S. G@undelfinger in Darmstadt. 


Die folgenden drei Briefe”) von (. F. Gauß (aus dem Jahre 1808) 
an den berühmten Geschichtsschreiber Joh. v. Müller, den damaligen General- 
direktor des Unterrichts für das neue Königreich Westphalen, bieten so 
viel des Interessanten, daß ihr Abdruck in mehr als einer Beziehung 
gerechtfertigt erscheint. Namentlich der erste, zugunsten Dessels ge- 
schriebene Brief zeigt Gauß in seinem Eifer für die Wissenschaft von der 
liebenswürdigsten Seite und ergänzt seine Verwendungen für junge auf- 
strebende Genies, wie Abel, Dirichlet, Jacobi, Eisensten und andere in 
schönster Weise. 

Darmstadt, 10. IX. 1905. 


a (rundelfinger. 


Bi 


An dem Tage, wo mir das Glück zu Theil ward, Ewer Exzellenz 
meine unbegrenzte Verehrung zu bezeigen, eröffneten Sie mir die frohe Aus- 
sicht, daß alle meine auf das Beste der Wissenschaft, die das Glück meines 
Lebens ausmacht. abzweckenden Wünsche, stets bei Ihnen warme Theil- 
nahme und kräftige Unterstützung finden werden. Eine Gelegenheit, dieser 


Wissenschaft einen großen, einen sehr großen Dienst zu leisten, bietet sich 


jetzt dar. Vertrauensvoll nahe ich mich der edlen Stütze deutschen Geistes- 


*”) Der Abdruck ist durch die Güte des Vorstandes der Stadtbibliothek zu Schafl- 
hausen, wo sich die Orieinale befinden, ermöglicht. 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft l. ] 








2 Gundelfinger, drei Briefe von ©. F. Gauß an Joh. von Müller. 


werthes mit einer Bitte, nicht für mich, nicht von persönlichen Rücksichten, 
sondern einzig vom reinsten Eifer für die Wissenschaft veranlaßt, mit einer 
Bitte, deren Erfüllung mir so theuer seyn wird, als das Gelingen der 
slänzendsten Entdeckung. 

Deutschland besitzt einen jungen Mann, dessen höchst ausgezeichnete 
Talente für die mathematischen und astronomischen Wissenschaften zwar 
dem größern Publikum nicht sehr bekannt sind — um dessen Beifall pflegen 
sich solche Köpfe nieht zu bewerben — wol aber den Kennern. Schon 
haben wir mehrere Proben davon, Arbeiten, von denen ich mit ebenso viel 
Vergnügen, als inniger Überzeugung erkläre, daß keiner der ersten heutigen 
(seometer und Astronomen sich ihrer als eigner Arbeiten schämen würde. 
Ich selbst habe vor einem Jahre dieses junge Genie persönlich kennen 
gelernt, und bin gewiß, daß er einer der vornehmsten Stammhalter der er- 
habenen Wissenschaft, eine Zierde in den Annalen unseres Jahrhunderts seyn 
wird. Es ist Herr Friedrich Wilhelm Bessel, jetzt Inspektor der Schröterschen 
einst nach Göttingen kommenden Instrumente in Lilienthal bei Bremen. 
Und dieses seltene Talent, dessen gleichen jedes Jahrhundert nur wenige 
hervorzubringen sich gefällt, und welches sich jetzt in einer seiner noch 
weiteren Enntwiekelung sehr günstigen Lage befindet, ist jetzt in Gefahr, 
aus dieser Sphäre gewaltsam gerissen zu werden: die Urania ist in Gefahr 
einen ihrer würdigsten Lieblinge zu verlieren. 

Herr Bessel ist Sohn des ehemaligen Justizrathes bessel, jetzt ersten 
Greffier beim Tribunal in Minden im Weserdepartement, und jetzt erst im 
24. Jahre, also dem Buchstaben der Gesetze zufolge der Conskription unter- 
worfen. Also gerade der Umstand, welcher die einem solchen Talente ge- 
bührende Achtung noch erhöhet, sollte die Ursache seiner Hemmung werden! 
er Genius der Wissenschaften möge es verhüten! Mit der größten Be- 
stürzung habe ich heute die Nachricht von dieser drohenden Gefahr erhalten: 
nur die Hoffnung, daß sie durch unsern großherzigen Vertreter werde ab- 
gewandt werden können, vermag mich zu beruhigen. 

In der That, wenn ein Desse! von der Conskription eximirt wird, so 
ist dies kaum als eine Ausnahme anzusehen. Denn dreist kann man die 
ganze Westphälische Jugend aufrufen und fragen, wie viele von Euch 
können sich mit einem Desse! in Eine Kategorie setzen? 

Man hat eine Auskunft gefunden, um die geschicktesten Arbeiter bei 
den Salinen und Bergwerken ihren Beschäftigungen zu erhalten. Sollte die 
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Astronomie, die etwas noch edleres als Salz und Gold zu Tage fördert, 
vergebens um Zine ähnliche Begünstigung bitten: Die Astronomie selbst 
sage ich, denn ich bin gewiß, daß alle Astronomen Europens, die Bessels 
Werth kennen, ihre Bitte mit der meinigen vereinigen würden, wenn sie die 
(sefahr kennen, in der Dessel schwebt. 

Welch eine Ermunterung für die Verehrer der Wissenschaft würde 
es seyn, wenn diese dringenden Gründe hinreichten, ein so ausgezeichnetes 
Verdienst seiner Bestimmung zu erhalten. Bei Herrn Besse! kommt noch 
der Umstand hinzu, daß er als (besoldeter) Inspektor der Göttingen ange- 
hörenden und nur auf Lebenszeit bei ihrem bisherigen Besitzer bleibenden 
Instrumente gewissermaßen als eine in K. Westphälischem Dienste stehende 
Person betrachtet werden muß. 

Mit dem heißen Wunsche, bald über diese wichtige Angelegenheit 
einige Beruhigung zu erhalten, verharre ich mit unbegrenzter Khrfurcht 


Ewer Exzellenz 
unterthänigster Diener 


(zöttingen, den 15. Julius 1808.”) Carl Friedrich Gaub. 


N.S. Dürfen wir uns wol bald Hoffnung machen, uns im Besitz 
der uns von der Huld Sr. K. Maj. geschenkten Instrumente zu sehen. 


2. 
Ewer Exzellenz 


haben in einem vor einigen Wochen an den Herrn Prorektor der hiesigen 
Universität erlassenen Rescript befohlen, daß diejenigen hiesigen Professoren, 
die noch mit dem Antrittsprogramme im Rückstande sind, solches binnen 
einer festgesetzten Frist abfassen möchten. Da auch ich mich noch in 
jenem Falle befinde, so habe ich sofort geeilt, alle die Stunden, wo eine 
ziemlich ernsthafte Krankheit — von der ich erst jetzt mich zu erhohlen 
anfange, mir Arbeit erlaubte, dazu anzuwenden, einen mir zu einer solchen 


*) Man vergl. zu diesem Datum „Briefwechsel zwischen @auß und Bessel“ 
herausgegeben auf Veranlassung der K. Preuß. Akad. der Wissenschaften. Leipzie 1S>0. 
Brief Nr. 37. 
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(Gelegenheitsschrift passend scheinenden Gegenstand, der auch für die Astro- 
nomen nicht ohne Interesse seyn wird, zu bearbeiten. Dieses Geschäft ist 
mir umso angenehmer gewesen, da ich von der Nützlichkeit dieser Sitte, 
welcher auch die exakten Wissenschaften manche lehrreiche und interessante 
Erörterung verdanken, überzeugt bin, und also schon aus wissenschaftlichem 
Interesse wünschen muß, daß dieselbe auch künftig stets in Ehren gehalten 
werden möge. Meine kleine Abhandlung ist nun bereits so weit fertig, daß 
sie nur noch einmal abgeschrieben werden braucht, um dem Druck über- 
geben werden zu können. Ich bitte also Ewer Exzellenz unterthänigst um 
die Erlaubniß, solche zugleich mit Anzeige meiner Vorlesungen für das 
Winterhalbjahr drucken zu dürfen, und dann solche als Stellvertreterin wegen 
des bei meinem Antritt nicht erschienenen Antritts-Programms gelten zu 
lassen, indem jetzt, da ich schon im dritten halben Jahre im Amte bin, der 
Name Antrittsprogramm nicht mehr passend seyn möchte.”) 

Aus gleichem Grunde dürfte nun auch die Formalität einer lateini- 
schen Antrittsrede nieht mehr an ihrem Platze seyn, und ich wage es, Ewer 
Exzellenz um Dispensation von jener unterthänigst zu bitten. Ein wichtigerer 
(rund indeß, der mich zu diesem Wunsche veranlaßt, ist der Umstand, daß 
ich, seit langer Zeit ganz aus der Übung gekommen, in der Sprache der 
alten Römer über etwas anderes als streng wissenschaftliche Gegenstände 
zu schreiben, jener nieht mächtig genug bin, um den Forderungen Ge- 
nüge zu leisten, die man an den macht, der als Redner auftritt. Ich 
schmeichle mir, daß Ewer Exzellenz dieses freimütige Geständniß meiner 
Schwäche in Ansehung einer Fertigkeit nachsichtsvoll aufnehmen werden, 
die von dem Gegenstande meiner Beschäftigungen so sehr entfernt liegt, 
von der (Gebrauch zu machen ich sonst nie Veranlassung habe, und welche 
mir zu erwerben ich eine Zeit hätte aufopfern müssen, die ich zweck- 
mäßiger auf andere Beschäftigungen wenden zu können geglaubt hatte. — 
So gern man allgemein wichtige und interessante Wahrheiten in den klassi- 
schen Tönen Latiums aus dem Munde eines /leyne hört, und sich dadurch 
erwärmt fühlt, so wenig deucht mir, können solche Zwecke erreicht werden, 
wenn der Zuhörer stets bemerken muß, daß Mangel an Gewandtheit in 
der Sprache dem Gedanken Fesseln angelegt hat. Wenn also selbst die 


*) G@auß spricht hier von der Abhandlung: „Methodus peculiaris elevationem poli 
determinandi*“. Vel. Werke VI, S. 68fl.; S. 1291. und S. 141ff. 
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Abfassung einer schlechten Rede mich einen großen Aufwand von meiner 
Zeit kosten würde, von der ich alle Mußestunden auf wissenschaftliche 
Arbeiten zu verwenden gewohnt bin, so hoffe ich um so eher, daß Ewer 
Exzellenz mich davon freisprechen werden, da Sie Selbst, wenn ich Ihr 
Resceript recht verstanden habe, das Programm für das Wesentlichere zu 
halten scheinen. 

Ewer Exzellenz bin ich noch den wärmsten Dank schuldig für die 
Güte, womit Sie meine Verwendung für den vortrefflichen jungen Astro- 
nomen Dessel in Lilienthal aufgenommen haben. Wahrscheinlich wird er 
selbst nicht verfehlt haben, Ihnen seinen Dank dafür darzubringen und Ihnen 
anzuzeigen, daß das Loos ihm diesmal günstig gewesen ist, 

Ich kann dieses Schreiben nicht schließen, ohne zugleich Ewer 
Exzellenz unsre hiesige astronomischen Anstalten zu empfehlen, und für sie 
um die Fortdauer der gewogenen Gesinnungen zu bitten, die Sie bei Ihrem 
Hiersein so gütig äußerten. In diesem Augenblicke ist es freilich der Zeit- 
punkt nicht, wo die Früchte von einer liberalen Begünstigung der Astro- 
nomie sich in ihrem ganzen Glanze zeigen können. Die Anzahl der jungen 
Männer, die sich den exakten Wissenschaften widmen, ist jetzt freilich klein, 
allein dies ist leicht erklärlich, der größte T'heil des Auslandes ist gewisser- 
maßen verschlossen, und die Söhne Deutschlands, wo man jetzt nur darauf 
denkt, die vom Krieg geschlagenen Wunden zu heilen, müssen sich meistens 
nur auf das Nothwendigste einschränken. Indessen auch jetzt sind doch 
immer einige da, die mit Erfolg in jenen Wissenschaften arbeiten: auch jetzt 
haben wir schon Proben, die zeigen, wie in Zukunft bei bessern Zeiten die 
Astronomie zu Göttingens Glanze beitragen wird, wenn die Regierung in 
ihrer Unterstützung nieht ermüdet. Ich erlaube mir, eın solches Beispiel 
anzuführen. Ein junger Mann aus dem Holsteinischen, Doktor der Rechte,“) 
der aber diese aus unwiderstehlicher Neigung mit Mathematik und Astronomie 
vertauschen will, zu denen er ein bereits dokumentirtes ausgezeichnetes 'T’alent 
hat, hat von der dänischen Regierung eine ansehnliche Unterstützung er- 
halten, um sich im Auslande dafür vollends auszubilden. Er war Willens 
gewesen, nach Paris zu gehen, um unter La Lande zu arbeiten, der ihn schon 
kannte und bei sich aufnehmen wollte. La Lande ist tot. Er glaubt jetzt, 


*) H. C. Schumacher. fr. Briefwechsel zwischen €. F. @auß und H. €. Schu- 
macher. Herausgegeben von (. A. F\ Peters, Bd. I, 1560, S. 4—5. 
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seinen Zweck am besten in Göttingen zu erreichen, und wird bald zu mir 
kommen. Ich weiß nicht, ob dieser junge Mann eine zu vortheilhafte Meinung 
von mir hat: es leidet keinen Zweifel, daß unsre alte Sternwarte mit denen 
in Paris von ferne keine Vergleichung verträgt: aber ebenso gewiß bin ich, 
daß, wenn die neue Sternwarte hier vollendet, und dem Plane gemäß aus- 
gerüstet wird, wir solche Beyspiele aus allen T'heilen Europens haben werden, 
und daß ich von meiner Seite alles thun werde, damit die, die zu uns kommen, 
ihre Rechnung finden. 
Mit unbegrenzter Verehrung 
Ewer Exzellenz 


(zöttingen, den 21. Oktober 1808. unterthänigster Diener 


GC. F. Gauß. 


3. 


Indem ich Ewer Exzellenz für Ihr gütiges Schreiben und die Frei- 
sprechung von der lateinischen Antritts-Rede meinen unterthänigen Dank 
abstatte, eile ich zugleich, Ihnen das vor einigen Tagen aus der Presse 
vekommene Programm vorzulegen. Da der darin abgehandelte Gegenstand 
sich auf eine Aufgabe bezieht, von der besonders in der nautischen Astro- 
nomie mit Nutzen Gebrauch gemacht werden kann, und S. Königl. Majestät 
vielleicht an dieser noch ein besonderes Interesse nehmen, so würde ich es 
wagen, HKiwer Exzellenz zu bitten, das eine Exemplar Namens meiner 
Sr. Majestät zu Füßen zu legen, wenn ich wüßte, daß dies nicht un- 
schieklieh wäre. 

Die Hoffnung, die Ewer Exzellenz mir in Ansehung der Fortsetzung 
des neuen Baues der Sternwarte geben, hat meinen Muth neubelebt: aller- 
dings würde es höchst unzweekmäßig seyn, auf die Anschaffung von 
solehen Instrumenten, die wir ohnehin einst aus Lilienthal zu erwarten 
haben, Kosten zu verwenden. Ich hoffe in Kurzem im Stande zu seyn, 
Ihnen nebst der Übersicht des Brauchbarsten, was wir schon hier haben, 
zugleich ein Verzeichniß dessen zu schieken, was wir einst von Lilienthal 
bekommen. Unsre Universität hat zwar kein Inventarium, ja so viel ich 
weiß auch nichts Schriftliches über den Schenkungsakt aufzuweisen, gewiß 
aber müssen diese Urkunden sich in Hannover befinden, und es wird nicht 
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schwer seyn, von Kassel aus dieselben zu erhalten, falls man dies für 
nöthig halten sollte. Ein vollständiges Verzeichniß der Instrumente hoffe ich 
indeß, wie gesagt, doch bald Ihnen vorlegen zu können. 
K,wer Exzellenz Theilnahme an meinem Gesundheitszustande hat mir 
sehr wol gethan; ich bin jetzt ziemlich wiederhergestellt. 
Mit der innigsten Verehrung 
Kwer Exzellenz 


unterthänigster Diener 


CC, F. Gauß. 








Uber simultane lineare Differentialgleichungen. 


Von Herrn L. W. Thome in Greifswald. 


NT 

Nachdem von dem Verfasser in einer Reihe von Abhandlungen in 
diesem Journal die einzelne lineare Differentialgleichung, besonders diejenige 
mit ein- oder mehrwertigen algebraischen Koeffizienten behandelt worden ist, 
werden in dieser Arbeit simultane lineare Differentialgleichungen untersucht. 

Für die Integration der einzelnen homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Funktionen als Koeffizienten war das Vorbild die 
Integration der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe, wobei 
die Ausdrücke der Integrale aufgestellt werden, welche das Verhalten der- 
selben in der Umgebung der singulären Punkte charakterisieren, und 
wobei die linearen Relationen unter den Integralen ermittelt werden, welche 
den Übergang derselben von einem singulären Punkte zu einem anderen 
ausdrücken. 

Wenn in eine homogene lineare Differentialgleichung mit gegebenen 
Konstanten in den rationalen Koeffizienten eine automorphe Funktion zur 
Darstellung des Gesamtgebietes der unabhängigen Variabeln eingeführt wird, 
so entspricht dieselbe Substitution allen solehen Differentialgleichungen mit 
denselben singulären Punkten. Über die Natur der Exponenten der Inte- 
orale bei den singulären Punkten erhält man hierbei keinen Aufschluß. 
Die Darstellung eines Systems linearunabhängiger Integrale als Funktionen 
der unabhängigen Variabeln ın der automorphen Funktion enthält die Be- 
vorzugung eines Systems solcher Integrale vor allen anderen, die bei den 
singulären Punkten auftreten. 

Was simultane lineare Differentialgleichungen angeht, so ist die allge- 


meine Form der Integrale bei einem singulären Punkte und der besondere 
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Fall, wenn dort die Integrale regulär sind, direkt untersucht worden von 
den Herren Saurage (Annales de l’ecole normale seit 1886, 'T’heorie generale 
des Systemes d’equations diff. lin. et homog. Paris 1895); Grünfeld (Wiener 
Akad. Berichte 1888); Königsberger (Lehrbuch der Differentialgleichungen. 
1889); Forn (Math. Annalen Bd. 39, 40; 1891, 1892): Schlesinger (dieses 
Journal Bd. 128; 1905). 

In der vorliegenden Abhandlung wird, um reguläre und irreguläre 
Integrale zu behandeln, die Untersuchung von simultanen linearen Diffe- 
rentialgleichungen in der Richtung geführt, daß die Integration derselben au] 


diejenige erner einzelnen Imearen Differentialglerchung zurückkommt. 


1. 


Aufstellung der sımnultanen homogenen hınearen Differentialgle chungen. 


Die simultanen Differentialgleicehungen seien in der Anzahl m vor- 
handen und von der Form 


dy i P 
ud), 
du a \ 
(1.) da Wr w...2) 
= 2a CE ROBBE «A 





Wo 


(® ı [ -\ m ! tr — ..» -+- > 
(2.) Ir\Y; B .; -) — (1 T U, U r €, Z ( 


ist. Die Koeffizienten «,, hängen von © ab und sollen zunächst in einem 
einfach zusammenhängenden Gebiete von x betrachtet werden, wo dieselben 
einwertige und, abgesehen von einzelnen Punkten, stetige analytische Funk- 
tionen sind. Diese Koeffizienten können rationale Funktionen von x sein 
oder von der Form 


(3.) a 


Kir 


wo F(x,s) ein ganzer rationaler Ausdruck von x und der irreduktibeln 
sanzen algebraischen Funktion s ist, A(x) eine ganze rationale Funktion 
von X. 


Journal für Mathematik Bd. 151. Heft 1. ») 
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Eine Lösung der simultanen Differentialgleichungen (1.) sei 








(4.) A 





Es gelten bei beliebigen Koeffizienten «,, folgende bekannte Sätze: 

Wenn m solehe Lösungen vorhanden sind für r=1,...m, daß deren 
Determinante nicht verschwindet — Fundamentalsystem —, so tritt jede 
Lösung der Differentialgleichungen unter der Form auf 


Y = C Yı + C, Yı + 27T + Cn Yy 
15 | 7) —=(, U +6 Ut+ + cC, Uny 





u ==6, | +c;, 2 4 +6, „ 


“my 


wo die c Konstanten sind. Bei einem Fundamentalsystem kann ein Gleichungs- 
system (5.), worin die linken Seiten Null und die ce Konstanten sind, die 
nicht alle verschwinden, nicht bestehen. Und umgekehrt, besteht in keinem 
Teile eines Gebietes ein solches Gleichungssystem unter den m Lösungen, 
so ist die Determinante nicht identisch Null. Denn wenn sonst zuerst eine 
r-reihige Unterdeterminante nicht identisch Null wäre, etwa die aus den 
r ersten Horizontal- und Vertikalreihen, so würden in einem Teile des Ge- 
bietes die Gleichungen (5.), worin die linken Seiten Null und c,,, bis c, 
von Null verschiedene Konstanten sind, bestehen. Durch Differentiation der 
r ersten Gleichungen (5.) ergibt sich dann vermittelst der r ersten Gleichungen 
(1.) und der Gleichungen (5.), daß auch c, bis c, Konstanten sein müßten. 


2. 
Zusammenhang von m simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen 


mit einer homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung. 


I. Aus den m simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) folgt durch 
Ditferentiation: 


dy > 
5 ir hWw te. 2), 


d’y of Be ’ art 
dx? Far ı UN ICH ZIRERN 9 Eu PR 0? a 3 7 


DD 
. 
u 
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d’ OF Y » Y 
8) eat W=RW u. 2), 
dry OFu- i er 
(4.) a — Or - + Fi (fh, fa; ... fu) un Fr (y, u, ... 2). 
Nun sei 
(5.) F,(y, u,...2)=b,y+ Anu+ + A, no: (r=1,...m) 
gesetzt, wobei F,=/i. Es besteht also das Gleichungssystem 
Ir 
(6.) et A, ut... + m; 2. (r=1,...m) 
Aus demselben folgt 
'd 
| T —b,y Au A, ‚m-ı 
day | | 
(7.) | dx‘ vr b,y A, ... Au | A 0. 
i | 
ı de | 
Fr "0 Mi Y An oil, m—1 | 


‚Jetzt wird die Voraussetzung gemacht, daß die Determinante ID) 
ar 
| A,, ... A 


8) po An dam 


1,m—1 


Ai: .. A 


“ml, m—1 
nicht identisch verschwindet. 
Dann ergeben sich aus den m—1 ersten Gleichungen (6.) die 
m— 1 Variabeln « bis z unter der Form 


1 dy eu. 
(9.) ly+ I, Eu a en _.- 
= & 2 1 r jn—1 ö L 
worin die Koeffizienten von y, Zn bis Ta als Funktionen von x aus- 


gedrückt sind. In einer beliebigen Lösung y, ”, ... z der Differential- 
gleiehungen Nr. 1 (1.) ist wegen der m—1 ersten Gleichungen (6.) und 
der über D in (8.) gemachten Voraussetzung y nicht identisch Null. Jede 
Lösung der Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) tritt nun unter der Form auf: 
y und die m—1 Ausdrücke (9.), wo y ein Integral der homogenen linearen 
Differentialgleichung m-ter Ordnung (7.) ist. 
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Und umgekehrt: y sei ein Integral der Differentialgleichung (7.) und 
die m—1 Funktionen « bis z seien durch die Ausdrücke (9.) oder damit 
gleichbedeutend dureh die m—1 ersten Gleichungen (6.) gegeben. Dann 
ist wegen (7.) und (8.) auch die m-te Gleichung (6.) erfüllt. Nun folgt durch 
Differentiation der ersten Gleichung (6.) gemäß (2.), ferner durch Differentiation 


der zweiten Gleichung (6.) gemäß (3.) usw. 


A, (er Sp) FR + v= -/.)=0. 

05 I ee), 
du . dz » 

Mi >> fi] +++ A, no (2: are f) —(, 





Hieraus ergibt sich die 2. bis m-te Differentialgleichung Nr. 1 (1.). 

Il. In I war der Ausgang von den simultanen Differentialgleichungen 
Nr. 1 (1.) genommen und gezeigt, daß die Integration derselben auf die der 
Ditterentialgleiehung (7.) zurückkommt, vorausgesetzt, daß die Determinante 
/) (8.) nieht identisch verschwindet. Jetzt soll unter derselben Voraussetzung 
der Ausgang von der Differentialgleichung (7.) aus gemacht werden. Es sollen 
die m—1 Ausdrücke (9.) oder damit gleichbedeutend die m—1 ersten 
Gleiehungen (6.) gegeben sein; dann besteht auch die m-te Gleichung (6.). 
Und nun sollen die simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) hergeleitet 
werden. 

ls folgt dureh Differentiation der ersten Gleichung (6.) gemäß der 
zweiten (6.), ferner dureh Differentiation der zweiten Gleichung (6) gemäß 


\ 
% 








der dritten (6.) usw. 

oF du dz 
or +b, F+ A, nF a a ri} Mi z), 
OF - du BR. 2 | 

/ 3 b, = A, Foee A, — ' UI, Hl, a 

(1 l.) or + ) F, Fr l dx "3 + 2, mi dr 3 (Yy ), 

o Feins ’ du dz A, } 
+5, f + A. +++ A, mo m=F.(y, u, ...2). 
| co dı da 


du 


. dz 
bis 
dx 


Hieraus ergeben sich z 


unter der Form Nr. 1 (1.). 
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Und umgekehrt: Ist die erste Gleichung (6.) und sind die m—] 
Gleichungen (11.) erfüllt, so folgen daraus gemäß (1.) bis (5.) die m Glei- 
chungen (6.) und die Differentialgleichung (7.). 

Ill: Der Differentialausdruck in (7.) sei auf die Form 


[d” Y 
| da" 


ar | 


(12.) te PPuf| 


gebracht. Wenn die (m— 1)’ Elemente in ), die Größen A,, bis A 
behebig genommen sind, sodaß D nicht identisch verschwindet, ferner die b, 
bis D.DE; Nr. > (6.) und dıe Koeffizienten Pı bis Pin beliebig vorge schrieben 
sind, so sind die m Größen b,, A,„., bis A, „_.‘ in (7.) eindeutig bestimmt, 
sodaß der Differentialausdruck in (7.) mit (12.) übereinstimmt. Der Aus- 
druck in (7.) zerfällt in 


N. | 
dr u 9! oo. L.Aı "m—1 b, A, Eu a 3% 
‘ . 
(13.) | sg 
d” y | | h, Bo. A, u 
/ Da & m,1. ++ I. m 1 . 
(dd 


Wird der Koeffizient von y gleich (— 1)"*'Dp, gesetzt, so ist 5, bestimmt, 
nachdem A, , bis A, „_ı bestimmt sind. Letztere Größen seien durch o, 


In 


bis o„_, bezeichnet. Nun ergibt sich für (—- 1)”"*' Dp,_. die Determinante 


A, 1, m—1 Au |; l 

| | | ) 

“1,1 **r* <+a—1,m—1 | tTa—1,1''' a1, m—1 
a u Pe (17 | 

Mi: 1 | +1 je 0, On 

0, + Om—ı Ri ... N 1 


In der Determinante D) sei der Koeffizient von A, durch «, bezeichnet, so 
folgt aus (14.), dab 


(15.) (— 1)" 10, Le + 0, (9 + nn 4 OÖ 1 > Zu (— 1)” er D» 


wird. Die Determinante der «@ ist gleich I”, daher von Null verschieden. 
Also ergeben sich aus (15.) die Größen o, bis o,_, eindeutig. 
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3. 


Die homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung, auf welche die 


m sımultanen linearen Differentialgleichungen zurückkommen. 


Die Integration der m simultanen linearen Differentialgleichungen 
Nr. 1 (1.) war auf die Integration der homogenen linearen Differential- 
gleichung m-ter Ordnung Nr. 2 (7.) zurückgeführt, wenn die Determinante /) 
Nr. 2 (8.) nicht identisch verschwindet. Alsdann tritt jede der m—1 Funk- 
tionen % bis z unter der Form Nr. 2 (9.) auf. Ein solcher Ausdruck 


für % sei 


dr—ı 
(1.) m tn + a er —? 


Aus demselben ergibt sich durch Differentiation, indem die Ableitungen von % 
höherer als (m — 1)-ter Ordnung vermittelst der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) 
durch diejenigen niedrigerer Ordnungen ausgedrückt werden 


du (r) 


(2.) en Zn 


Ve ae oe ei 


Die Determinante der Größen y (1.) und y (2.) (r=1,...m-—1) sei durch 
D(y) bezeichnet. Nun werden für y m linearunabhängige Integrale der 
Differentialgleichung Nr. 2 (7.) genommen y, bis %„, die Determinante der- 
selben und ihrer m—1 ersten Ableitungen sei D(y). Die aus (1.) durch 
Einsetzen von y, bis %, hervorgehenden Funktionen seien w, bis w,, die 
Determinante derselben und ihrer m—1ersten Ableitungen sei D(u). Es ist 


(3.) Du)=D(y)D@). 


D(y) ist nicht identisch Null. Wenn dasselbe mit D(y) der Fall ist, so also 
auch mit D(w) und umgekehrt. Dann sind die Integrale «, bis «, linear- 
unabhängig. In der Differentialgleichung 


(4.) ef A ; 


können alsdann die Koeffizienten «@,,, @, bis «a,, nicht alle Null sein, das 


a A A i du > 
heißt, die Gleichung kann sich nicht auf „= @. u reduzieren. 
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Aus den m simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) sei nun in 
derselben Weise, wie die Differentialgleichung Nr. 2 (7.) für y entstanden 
ist, eine solche für « hergeleitet. Die Determinante, welche alsdann der 
Determinante Nr. 2 (8.) entspricht, enthält in der ersten Horizontalzeile 
Elemente, die nicht alle Null sind, und diese Determinante kann nicht 
identisch Null sein, weil sich sonst vermittelst Unterdeterminanten derselben 
aus den Gleichungen, welche den in Nr. 2 (6.) entsprechen, für « eine 
homogene lineare Differentialgleichung niedrigerer als m-ter Ordnung her- 
leiten ließe, während m linearunabhängige Integrale «, bis «,, vorhanden sind. 

Wenn also die Determinante D)(y) in (3.) nicht identisch Null ist, 
so erhält man für « eine homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ord- 
nung entsprechend derjenigen, die in Nr. 2 für y hergeleitet ist. 

Die Differentialgleichung für v, welche auf dem Zusammenhang von 
« mit y (1.), (2.) beruht, wenn /)(y) nicht identisch verschwindet, ist in der 
Abhandlung des Verfassers Bd. 122 dieses Journals Nr. 2 näher untersucht. 
Die Koeffizienten «@,, in den simultanen Differentialgleichungen Nr, 1 (1.) 
seien rationale Ausdrücke von x oder algebraische der Form Nr. 1 (3.). 
Dann ergibt sich aus Nr. 2 (9.), daß die Koeffizienten y in (1.) auch Aus- 
drücke derselben Art sind. Der Differentialausdruck für y in Nr. 2 (7.) sei 
auf die Form gebracht, daß der Koeffizient der höchsten Ableitung gleich 1 
ist, alsdann durch F,(y, x) bezeichnet, ebenso sei der Differentialausdruck 
für « auf eine solche Form gebracht und durch @,(u, x) bezeichnet. 

Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (1.) seien rational. Nun besteht gemäß 
Abhandlung Bd. 122 dieses Journals Nr. 2, IV zwischen F,(y, x) und 
(7„(u,.x) folgende Beziehung: 

Ist #,(y, x) ein regulärer Differentialausdruck, so auch @,(, x), und 
ist der eine Ausdruck ein normaler, so auch der andere mit demselben 
determinierenden Faktor. 

Ist F,(y. x) durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar, so. auch @,(w, x) durch ein solches System, welches ebenso viele 
Bestandteile wie das erste hat, und worin jeder Bestandteil dieselbe Ordnung 
und denselben determinierenden Faktor hat, wie der Bestandteil, der in dem 
System von F,„(y, x) an derselben Stelle steht.”) 


*) Bemerkung: Der in diesem Journal Bd. 124, S. 117 von Herrn Landau 
angegebene Satz über Zerlegung eines homogenen linearen Diflerentialausdruckes ist, wenn 
die Koeffizienten ein- oder mehrwertige algebraische Funktionen sind, in einem allge- 
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Die Koeffizienten a, mögen die algebraische Funktion s enthalten 
Nr. 13.) Dann gilt die der vorhin genannten Beziehung entsprechende 
zwischen F,(y, x) und @,(v, x), wenn F,„(y,x&) durch ein System im Be- 
reiche s normaler Differentialausdrücke darstellbar ist (Abhandlung Bd. 122 
S. 20 dieses Journals) und auch wenn F,(y,:x) durch ein System verall- 
semeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke sich darstellt 
(Abhandlung Bd. 123 S. 86 dieses Journals). 


4, 


- . . a a s . 
Die Integrale der simultanen homogenen linearen Dirfferentialgleichungen. 


I. Unter der Voraussetzung, daß die Determinante D Nr. 2 (8.) nicht 
identisch verschwindet, waren nach Nr. 2 die vollständigen Integrale y, 
bis x der simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) gegeben durch y 
und die m— 1 Ausdrücke Nr. 2 (9.), wo y das vollständige Integral der 
homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung Nr. 2 (7) ist. 

n linearunabhängige Integrale von Nr. 2 (7.) seien y,, y. bis y„. Die 
aus Nr. 2 (9.) für « bis z hervorgehenden Funktionen seien bezüglich «,, ”, 
bis v, usw. 2,2% bis z,. Die Determinante dieser m’ Funktionen ver- 
schwindet alsdann nach Nr. 1 nicht identisch. Ferner ergibt sich aus Nr. 2, 
dab diese Determinante gleich ist der Determinante der Funktionen Y,, %» 


bis y, und ihrer m—1 ersten Ableitungen, — dieselbe sei durch D(y) be- 
zeichnet, — multipliziert mit der Größe 
hi ch La 
zu. . | 
(1.) Dm—i' 


/ 


m—1,1**’* FIPRER 

; z. . i 2 - - n | 
l,etztere ist gemäß den m—1 ersten Gleichungen Nr. 2 (6.) gleich n' 
Also ist die Determinante ./ des Fundamentalsystems 


(2.) I Dy) 
{ D 


meineren Satze enthalten, welcher für den Fall, dal der Differentialausdruck durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, in der Abhandlung des Verfassers 
Bd. 96 S. 221 dieses Journals bewiesen ist; dieser Beweis gilt aber allgemein. (Ver- 
rleiche Bd. 117 S. 206, Bd. 123 S. 54). 
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Il. A) Die Koeffizienten «a,, in Nr. 1 (1.) seien in einem einfach zu- 
sammenhängenden Bereiche von x einwertige und stetige analytische Funk- 
tionen. Nach dem Fundamentalsatze von (auchy gibt es dann bei jedem 
Punkte « im Innern dieses Gebietes ein und nur ein System von Integralen 
y,u bis z, welche in einem Bereiche um «a einwertige und stetige ana- 
Iytische Funktionen sind, und für c=« vorgeschriebene Werte annehmen. 
Indem man bei »n solchen Systemen die Determinante der Anfangswerte von 
Null verschieden annimmt, erhält man ein Fundamentalsystem. Wenn man 
für zwei in einander greifende Gebiete von x je ein Fundamentalsystem hat, 
so kann man in einem Punkte des gemeinsamen Gebietes, in dem die Deter- 
minante des Fundamentalsystems II nicht verschwindet, m konstante Koeffi- 
zienten in den linearen Verbindungen der Funktionen dieses Systems 80 
bestimmen, daß bezüglich die Werte der Funktionen y bis z des Systems | 
erhalten werden, woraus die Fortsetzung dieser Funktionen hervorgeht. Es 
ergibt sich auf diese Weise bekanntlich der Grundsatz, daß innerhalb eines 
Kreises, in welchem die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (1.) einwertige und stetige 
analytische Funktionen sind, es ein und nur ein System von Integralen y. 
bis z der simultanen Differentialgleichungen gibt, welche in dem Mittel- 
punkt vorgeschriebene Werte annehmen und innerhalb des ganzen Kreises 
einwertige und stetige analytische Funktionen sind. Das Entsprechende gilt 
für simultane nichthomogene lineare Ditferentialgleichungen. 

B) Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (1.) seien nun rationale Funktionen 
von x oder mögen die irreduktibele algebraische Funktion s enthalten unter 
der Form Nr. 1 (3.). Singuläre Punkte im Endlichen sind die Stellen, in 
welchen die rationalen Funktionen «,, unendlich werden; bei den reduzierten 
Ausdrücken Nr. 1 (3.) die Stellen, in denen die Nenner verschwinden, und 
die Punkte, in denen die Diskriminante von s gleich Null wird. 

Die Differentialgleichung Nr. 2 (7.) sei auf die Form gebracht, daß 
der Koeffizient der höchsten Ableitung gleich 1 ist. Deren singuläre Punkte 
im Endlichen sind dann die Punkte. in denen die rationalen Koeffizienten 
unendlich werden, bezüglich wenn die Koeffizienten die algebraische Funk- 
tion s unter der Form Nr. 1 (3.) enthalten, diejenigen, in denen die Nenner 
verschwinden und in denen die Diskriminante von s gleich Null wird. 

Wenn nun in dieser Differentialgleichung Nr. 2 (7.) noch andere 
singuläre Punkte im Endlichen vorkommen, als in den simultanen Differential- 
gleichungen Nr. 1 (1.), so können dieselben nach dem in A) angegebenen 
Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 1. 


‘ 
«e) 
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(Grundsatze nur außerwesentliche sein. Und umgekehrt, wenn in den simul- 
tanen Differentialgleichungen andere singuläre Punkte im Endlichen vor- 
kommen, als in der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) und in den Koeffizienten 
von y und seinen Ableitungen in den Ausdrücken Nr. 2 (9.), so sind die- 
selben in den simultanen Differentialgleichungen außerwesentlich. — 

In einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Koeffizienten oder solehen, die Ausdrücke der Form Nr. 1 (3.) haben, seien 
bei zwei singulären Punkten a und 5 die Integrale regulär („niedere singu- 
läre Punkte“), « liege im Innern, 5 auf der Peripherie eines Kreises, außer- 
dem sei kein singulärer Punkt im Innern oder auf der Peripherie. Alsdann 
waren die konstanten Koeffizienten, welche in den Ausdruck eines Integrales 
bei « durch lineare Verbindung der Integrale bei 5 eingehen, nach Abh. 
Bd. 87 Nr. 4, 10 (vergl. Abh. Bd. 96 38. 260), Bd. 115 Nr. 5, IV dieses 
Journals durch spezielle Ausdrücke hergestellt. Diese Untersuchungen 
bleiben unverändert, wenn außer den niederen singulären Punkten « und 5 
noch außerwesentliche singuläre Punkte in dem Kreise oder auf der Peripherie 
desselben vorkommen. 

III. Die Herstellung der Integrale der simultanen Differentialgleichungen 
bei den singulären Punkten, der Umgang der Integrale um einen singulären 
Punkt, der Übergang von einem singulären Punkt zu einem andern und die 
allgemeine Fortsetzung, sowie die Wertberechnung der Integrale mit vor- 
reschriebener Annäherung kommt nun auf das Entsprechende bei den Inte- 
gralen der Difterentialgleichung Nr. 2 (7.) zurück, welche in die Ausdrücke 
Nr. 2 (9.) einzusetzen sind. Hierdurch gehen die Substitutionen hervor. 


ı). 


Pe simultanen nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 


Es seien m simultane nichthomogene lineare Differentialgleichungen 


aufgestellt 
dy u 
ig ; (yu,..2)+Ä,, 
du SCHEN ArX 
\ m — 7 E} ! Dr Er Er Ze “a)g 
(1.) ri + Ar, 


dz > r 
HA 








a EEE 


a ESEL nn 





” 
+ en a a 
u ee 


4 
® 
ä 
2.4 
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wo f, (yr,..2) (r=1,..m) der Ausdruck Nr. 1 (2.) ist. Die Größen 
A,(r=1,...m) sollen solche sein, wie in Nr. 1 der Abhandlung des Ver- 
fassers Bd. 107 dieses Journals über niehthomogene lineare Differential- 
gleichungen in bezug auf den zweiten Teil einer solchen Differential- 
gleichung vorausgesetzt ist. Die Koeffizienten «, in den / seien rationale 
Funktionen von x oder sollen rational © und die irreduktibele algebraische 
Funktion s enthalten Nr. 1 (3.). In letzterem Falle wird auf die allgemeinen 
Betrachtungen in Abh. Bd. 115 Nr. 3 und 4 Bezug genommen. 

I. A) Ein Fundamentalsystem von Lösungen der simultanen homo- 
genen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) sei nach den Angaben von Nr. 2 
aufgestellt: 


2.) Mb en 40 U 





Die Determinante desselben 7 ist nach Nr. 4 (2.) 


D(y) ae 
(3.) 4=—7, D)=e”“, 
r » . a . . » . . r , -_.\ . 
wo p, der Koeffizient von 7 a in der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) ist, 
. (— 1)” +! . . 5 . 
welche mit nr multipliziert sein soll. 


Nach der Methode der Variation der Konstanten erhält man dann die 
Integration der nichthomogenen linearen Differentialgleichungen (1.) bekannt- 
lich in folgender Weise. Es wird 


ya ( 1 Yyı+ ( 7 Yt +++ ( E Yms 
u=l u +, ++ +06, u,. 
(4.) l Rn; „ ug Tr + m m 


| =L, +6 3+++(, In 


angesetzt. Hieraus folgt 





de, d m, 7 Y 
dx Yı + at zu dr Ym ah 


(B.) 
de . 
de, Pr. -_- a + / 17 z un N 


da "" dx ” m 
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. Yı ... Y,_ı A, Yrrı ös» Y 
f {} d( r | . “ . . o | 
6.) = .- N! 


\ de A . . s | 
ER OR GE FREE An 
und 
PT Y "d(, 
(7.) = — dxc+k,, 


wo 4, eine Konstante. Es werde bei e,=0 («e>ı), —=1, 


Yır-+ Yr-ı Eı Yrzıer Ymı 


(8.) i Er = 1. 


y y 


u En pi) ri 


gesetzt. Dann ergeben sich folgende Integrale von (1.), zu welchen die 
Ausdrücke (4.), in denen die Konstanten & an Stelle der (’ stehen, zu 
addieren sind: 


L im 


2 A;dal, 


| y- Sy, [ datt Ym [ 


#: "Luk; ,, "Lmy jı,| 
(9) um 2 | / | dat +++ Un / F A,dır, 





Wird ein Summand in A, herausgenommen und werden die übrigen A gleich 
Null gesetzt, so erhält man zu den bezüglichen Differentialgleichungen (1.) 
dureh (9.) Integrale. Jede der Größen Ä setzt sich nach den gemachten 
Voraussetzungen bei einem beliebigen Punkte x, aus einer endlichen 
Anzahl Funktionen qg homogen und linear mit konstanten Koeffizienten 
zusammen, von denen die einzelne Funktion 9 einen Ausdruck von der Form 
eines Integrales einer homogenen linearen Differentialgleichung hat mit 
Koeffizienten, die in der Umgebung dieses Punktes, abgesehen von dem- 
selben, einwertige und stetige analytische Funktionen sind, und bei welchem 
Integrale die Exponenten in den Potenzreihen in der Entwicklung sich nur 
um eanze Zahlen unterscheiden. Durch Umgang um x, geht die einzelne 
Funktion qg in eine homogene lineare Verbindung mit konstanten Koeffi- 
zienten von den Funktionen q über. 


| 
3 
2 
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B) Die Koeffizienten «a 
tionen von . 

Die Entwicklung der Integrale (9.) bei einem Punkte x, und der 
Umgang der Integrale um diesen Punkt erfolgt nach den Angaben in Abh. 
Bd. 121 Nr. 8, II dieses Journals. Bei dem Übergange von einem Punkte 
zu einem anderen werden die Integrale bei dem einen Punkte ausgedrückt 
durch die Integrale (9.) bei dem anderen, zu welchen die Ausdrücke (4.), 
in denen die Ü Konstanten sind, hinzutreten. Diese Konstanten sind durch 
Auflösen des linearen Gleichungssystems, dessen Determinante durch (3.) 
gegeben ist, zu bestimmen. Entsprechend ist es, wenn dabei für x eine 
lineare Substitution 2—=/(£) eintritt, durch welche für die bei beiden Punkten 
aufgestellten Integralsysteme ein gemeinsames Gebiet der unabhängigen 
Variablen hergestellt wird (Abh. Bd. 96 Nr. 20, Bd. 107 Nr. 3, Bd. 115, 
Nr. 3, 4 dieses Journals). Die Wertberechnung der Integrale bei einem sin- 
gulären Punkte und im Bezirke eines nichtsingulären Punktes erfolgt nach 
Abh. Bd. 107 Nr. 4 dieses Journals. 

C) Die Koeffizienten «,, in den f, Nr. 1 (1.) seien rationale Ausdrücke 
von x und einer irreduktibelen algebraischen Funktion s Nr. 1 (3.). Dann 
wird nach Abh. Bd. 115 Nr. 3, 4, Bd. 121 Nr. 8, II, III dieses Journals 
verfahren. 


in den /, Nr. 1 (2.) seien rationale Funk- 


r$ 


7 


I 
«) Bei einem A-blättrigen Windungspunkte @«—=a wird („— a)" = 
gesetzt. Die Differentialgleichungen (1.) gehen dadurch über in 


.. 


dy | dz a a 
(10.) d£ "Te (ı T A,) d£ A d£ Em = An) d£ ® 
Die Integrale von (10.), wenn die X gleich Null sind, seien },,U,,...Z 


(=1,...m). Dieses sind die Integrale Nr. 2 (9.), in welchen dieselbe 
1 


Substitution (« —«a)“={ steht. Eine Lösung der nichthomogenen Diffe- 
rentialgleichungen (10.) geht nun aus den Ausdrücken (9.) hervor, nachdem 
dort an Stelle von y,, t,,...2; gesetzt ist I, U... Z;, und an Stelle von 


[1 


r r d.r . - . ‘ \ . 
Ä dx steht A : IE d er Dabei oeht der Ausdruck von JS aus ( 3.) hervi T’, worm 
D t / > \ / 
( = 7 


1 > 
(ea) =T gesetzt ist. 

Die Entwicklung der Ausdrücke (9.) und der Umgang derselben um 
=0( erfolgt nach den Angaben in Abh. Bd. 121 Nr. 8, II dieses Journals. 
ls ist ein einmaliger Umgang in F,,Ü,,... Z, um (=0, gleichbedeutend 


mit einem A-maligen Umgang um «= «a in 4, ',,...2,, vorzunehmen. 


1 
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>) In die in «) genannten von T abhängenden Ausdrücke (9.) ist 
1 


nun wieder (= («— «a)* einzuführen. Aus den erhaltenen Ausdrücken werden 
dann nach den Angaben in Abh. Bd. 115 Nr. 4 dieses Journals die Integrale 
von (1.) bei e=a und den A Zweigen von s, sowie deren Umgang um 
=. hergestellt. Der Übergang von einem Punkte zu einem anderen wird 
entsprechend den Angaben in B) vorgenommen; ebenso die Wertberechnung 
(vergl. Abh. Bd. 121 dieses Journals Nr. 8, III). 

II. Die Integration der m simultanen nichthomogenen linearen Difte- 
rentialgleichungen (1.) kann aber auch nach dem Verfahren in Nr. 2 auf 
die Integration einer einzelnen nichthomogenen linearen Differentialgleichung 
m-ter Ordnung zurückgeführt werden. 

Es ergibt sich durch sukzessive Differentiation unter Anwendung der 
Bezeichnungen in Nr. 2 


[N d 0; B 
(13.) = fh (yU,..2)+ X, 
d’y 7 ” u dX, 
er Er BW%..2)+ (Ka. X)+ 
| =R,(y,u,..2)+Q, 
d’y A, 2 j A) y r ‚ d (J; 
(15.) | da? nu: F; (Y; l, ... 2)+ F,(A,, Ä,, ... A,)t+ d.ı 
| = FF; yu,..D)+Q@, 
de £ jmı ? 
(16. ei . £ (y, U, ng 2) + Ge 


Demnach, wenn noch A, = @, gesetzt wird 


(17.) Haby+ Ant 4 Am2+ Qr. panda 
Hieraus folgt 
ı dy | | 
| == ui b, Y u Q, Au ... A,. n—1 | 
d’y | 
(18.) | dx’ ii b; Y Pe Q; A, . A,, m—1 | pie 0, 


: 2 ai b,, Y #23 Q, A nn A 


u ‚n m,m—] | 
da” | 
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und es ergeben sich aus den m—1 ersten Gleichungen (17.) für v bis 2 
bezüglich die Ausdrücke, welche denjenigen in Nr. 2 (9.) entsprechen, 


1 d de, 
(19.) ly 5 Me (> — Q,) + ... + ® u en — a)! (r=1,..m—]1) 
Es folgt ferner, wie in Nr. 2, I, daß auch umgekehrt die Funktion y aus 
(18.) und die Ausdrücke für « bis z (19.) die simultanen Differential- 
gleichungen (1.) erfüllen. 


Die Differentialgleichung (18.) sei auf die Form 
(20.) F.y)=q 


gebracht, wo in dem homogenen linearen Differentialausdruck F,,(y, x) der 
Koeffizient von . gleich 1 ist. Die Ausdrücke Q, (r=1,... m) und daher 
auch der Ausdruck g enthalten linear und homogen die A, (r=1,... m) und 
deren Ableitungen mit Koeffizienten, die rationale Ausdrücke der «, Nr. 1 
(1.) und deren Ableitungen sind. Für die Differentialquotienten der einzelnen 
Faktoren in endlicher Anzahl in den Summanden, aus denen sich ein A zu- 
sammensetzt zufolge der Voraussetzungen, die in Abh. Bd. 107 Nr. 1 dieses 
Journals gemacht sind, erhält man homogene lineare Differentialgleichungen 
mit rationalen Koeffizienten und diese Differentialgleichungen erfüllen wieder 
die a. a. OÖ. vorausgesetzten Bedingungen. (Vgl. Abh. Bd. 119, 5. 147 dieses 
Journals.) Wenn nun die Koeffizienten «, in Nr. 1 (1.) rational sind, so 
erfüllt q in (20,) wieder die Voraussetzungen aus Abh. Bd. 107 dieses Journals 
Nr. 1. Es kann also dann auch auf die Differentialgleichung (20.) das in 
Abh. Bd. 107 dieses Journals angegebene Verfahren, die Methode der suk- 
zessiven Integrationen vermittelst integrierender Faktoren, angewandt werden. 
Durch y aus (20.) und die Ausdrücke für « bis z in (19.) werden dann die 
Integrale von (1.) gegeben. — 


In dem Buche des Herrn Forsyth, Treatise on linear differential 
equations, London (1902), wird ein Integral einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung mit analytischen Funktionen als Koeffizienten und dem 
Koeffizienten der höchsten Ableitung gleich 1 in einem einfach zusammen- 
hängenden Gebiete, in welchem die Koeffizienten einwertig und stetig sind, 
ein „synektisches“ Integral genannt. 
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Diese Benennung entspricht dem Namen „synektische Funktion“ für 
eine einwertige und stetige analytische Funktion, der seit (auchy vorkommt, 
dem Urheber der Theorie der (monogenen oder analytischen) Funktionen 
einer komplexen Variablen (Cours d’Analyse, Exereices d’Analyse). 

Da synektische Funktionen als Integrale auch bei den außerwesent- 
lich singulären Punkten der linearen Differentialgleichungen auftreten, so 
könnte man an Stelle des von Herrn Forsyth gewählten Namens die Be- 
nennung anwenden: Integrale in synektischem Koeffizientenbereiche. 
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Anwendung der elliptischen Funktionen auf eine 


geometrische Aufgabe. 


Von Herrn K. Schwering in Köln. 


5: 


In einem Üoesfelder Jahresbericht (1881) habe ich die Reihe von 
Kreisen untersucht, welche einem Kreisabschnitt so einbeschrieben ist, daß 
jeder Kreis der Reihe seine beiden Nachbarn, ferner Sehne und Bogen des 
Kreisabschnittes berührt. In dem erwähnten Jahresbericht habe ich die 
Summe der Flächeninhalte dieser dem Kreisabschnitte eingezeichneten Kreise 
bestimmt und durch die »-Funktion ausgedrückt. Als ich vor einiger Zeit 
die Aufgabe wieder in die Hand nahm, fand ich, daß es vorteilhafter ist, zu- 
nächst die Summe der Umfänge dieser Kreise zu bestimmen. Wenn man dann 
die Kreisreihe über die Endpunkte des Segmentes nach außen fortsetzt, erhält 
man andere Kreisreihen, deren Umfang und Inhalt sich sofort angeben läßt, 
wenn man das Argument der elliptischen Funktion um halbe Perioden ver- 
mehrt. Die Aufgabe gewinnt durch diesen Umstand die Bedeutung einer 
geometrischen Darstellung des Verlaufes der 9-Funktion. Merkwürdig ge- 
staltet sich die Entwicklung, wenn der Kreisabschnitt sich zum Halbkreise 
erweitert. In diesem Falle habe ich die Zahlenreehnung völlig durch- 
geführt. Dabei zeigte sich die ungemeine Wichtigkeit der zwecekmäßigen 
Wahl des Periodensystems; und so ergibt sich für die bekannten theoretischen 
Entwicklungen (Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen 
Funktionen, Art. 45) aus unserer Aufgabe ein interessantes Beispiel. Man 
erhält Näherungsformeln von überaus starker Wirkung, welche zugleich die 
Lösung von Grenzfallen darstellen. 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 1. 
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Endlich habe ich die frühere Darstellung verlassen und zunächst die 
allgemeine Aufgabe gelöst, welche statt des Kreisabschnittes ein Flächen- 
stück betrachtet, welches von zwei beliebigen Kreisbogen begrenzt wird. 
is ergab sich, daß dadurch die Darstellung an Übersichtlichkeit gewinnt 
und die Summe der Flächen aus der Summe der Umfänge durch Ableitung 
nach einem Parameter erhalten werden kann. 


2. 


Auf einer Geraden O5 sei ein Punktsystem A, A), Ar, ... gegeben 
nach folgendem Gesetze: 


OR =, OK, =, Our OR er’. 


Ist p eine positive Zahl, p>1, so ist das Punktsystem leicht geometrisch 
zu verwirklichen. Wir nehmen zwei Gerade, welche sich in 0 unter dem 
Winkel y schneiden, O5 möge diesen Winkel halbieren, und nun möge 











eine Reihe von Kreisen beschrieben werden, von welchen jeder die beiden 
Geraden und den vorhergehenden und nachfolgenden Kreis der keihe be- 
rührt. Die gemeinsamen Berührungspunkte bilden dann die Punktreihe 
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%yy.. 2. Kreisreihe und Punktsystem setzen sich über x, hinaus in der 
Richtung auf O fort. OR ,=p"2,...0K_,=p”"a,. Über O0 kann das 
Punktsystem vorläufig nicht fortgesetzt werden. 

In der Figur auf Seite 26 sei: AB=A0=2a, V(=ÜUB=m, Al=k, 
DA=r, m’+k=40a, XEAF=ß, also EDF=2ß, GDE=P. OE=p"a, 
Wert Gr -GE=g. 

Der Punkt 4 mit den kartesischen Koordinaten m,% auf 0 als An- 
fangspunkt bezogen sei nun Augenpunkt einer umgekehrten Abbildung 
(Inversion) mit der Potenz 4a’. Die Gerade O5 verwandelt sich dann in 
den Kreis AU5b, Ein E&, F in F’' und der über #F als Durchmesser be- 
schriebene Kreis der Reihe verwandelt sich in den Kreis um (, welcher 
das Bild der Geraden in den Punkten £’ und F’ rechtwinklig schneidet. 
So entsteht eine Kreisreihe, welche den Kreis VAP rechtwinklig schneidet. 
Jeder Kreis dieser Reihe berührt seine Nachbarn und auch zwei feste 
Kreise, welche sich in O und A schneiden und aus den Berührungsgeraden 
der ursprünglichen Kreisreihe entspringen. Man erhält diese Kreise, wenn 
man durch O und A die beiden Kreise legt, welche den Kreis um @ be- 
rühren. In unserer Figur würde also die Kreisreihe einer Figur einbe- 
schrieben sein, die einer schmalen Mondsichel ähnlich sieht. 

Setzen wir XUAF=e,,., ÜAE=o,, also P=e«,,,—a,. Dann ist 

tg a, BR, tg 0,11 = BIT, gPp=; arerbE 9 
| + (p" 2, — m) (pH, — m) 
folglich 
Zap" (p—l) 


>». = = > a > . 
On da — ma,pp+D) +; pt! 


Diesen Ausdruck formen wir um durch die Annahmen: 


»=2uae”, p= er 
p ist positiv und >1, also d positiv,  reell, übrigens willkürlich. Es 
ergibt sich 


(1.) 0, = 


a (ed — e -0) 


Mm (ed +09) Leu -(2n+1)0 


gru+@n+1)d __ 
2a 


Die Mitte der Strecke #F nennen wir für einen Augenblick )/,. Dann ist 
2ME=pP(p- 1), 22M=pu(p+1)). 
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Der Quotient ist unabhängig von %,.. Nennt man den Winkel der 
gemeinsamen Tangenten der ursprünglichen Kreisreihe y, so ist 


7 p—1 Be 2Yp 
sin >= ——, 0(8;5= ; 
2 p-yl1 2 p+1 
also 
u... u l S a 1 u} 1 Ö —) 
6 red, ensche- nl. 
COS 
2 
” } ur® m ' ' . a ia rz 
Setzen wir nun sin , =, ., 80 finden wir die hadien r, und r, der Kreise, 
a U 
welche aus den Berührungsgeraden der ursprünglichen Kreisreihe durch 
. . 104 Emm 
Abbildung entspringen, 7, €08 SE u; N, CO8 —t=a, 


_— —_ 


Da” (e? +e 0) 2a’ (e? + e=9) 


gr Se I - ' R 
IT med —e)—2k’ ° ml(e —e-?) +2% 


Dies sind also die Radien der festen Kreise, welche von allen Kreisen 


unserer Reihe berührt werden. Ist k=m tg M so liegt A auf einer der ur- 


sprünglichen Berührungsgeraden. Die Kreisreihe berührt ein Segment; ist 
k=0, so wird 7,—=?r,. Die festen Kreise sind gleich. Diese beiden be- 
sonderen Fälle werden uns eingehend beschäftigen. 

Wir suchen jetzt zu ermitteln, für welche Werte ein Kreis der Reihe 
unendlich wird. Es ergibt sich die Gleichung aus (1.) 


4 —ma(p+ D+pX=d0. 
Setzen wir @= 2a e?, so folgt 


m 


(2.) er + ers (+ E”?). 


Pe 


Unendlich große Kreise erhalten wir also für 


Ö 
= +5. 


—_— 


Aus (1.) wird nun 

Be 
f a (e ung ) 
(3.) 


Wege eru+(2n+ 1)0 _ (dw + 240) + eu—@n+1)6 


ga 


oder 
a (dd — e°) 


. 5% 1 \x 1 Zu u $ 
ut u+(n+ = )o on u (n + r\ )o uU—U (n+ 2 3 -u+—(n+4)0 
e ee ’ e —. 


www 
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Für o-w=-, wirdg,=®, für v—-w=, wird g_,=®, ebenso tritt für 


— _— 


ein beliebiges ungerades Vielfaches von £ immer ein unendlich großer 
Kreis auf. 

Geometrisch ist dies Verhalten leicht zu verstehen. Zunächst können 
für reelle Kreise nur dann Entartungen eintreten, wenn ein Kreis der ur- 
sprünglichen Reihe durch den Augenpunkt A geht. Also muß A innerhalb 
des von der ursprünglichen Reihe erfüllten Winkelraumes y liegen, Wie 


. . . S & . . . . 
die Figur zeigt, muß also <AOB=9W"— „< _ sein, mithin 


-- - 


ee Fe 
0 Ge er e 
2 Br 2a ed + oe) 


Ist aber dies der Fall, so ist, wie (2.) zeigt, 
(e — ee”) >0, 


woraus für e” ein reeller und positiver Wert folgt, wenn m positiv. Geht 
nun irgend ein Kreis der Reihe durch A, so muß in der Reihe der Argumente 


2u, 2u+20, 2u+4l,... 2u—20. 2u—AL..... 


aus welcher die Punkte der Kreisreihe x, = .x,p” entspringen, auch das Argu- 


k a (  \.. 
ment 2,— 0 vorkommen. Die Argumente w— , und — ı,— >, für welche 


.) 


u 


Entartungen stattfinden, gehören nur ausnahmsweise zu derselben Kreisreihe. 


3. 
Verfolgen wir nun «, für den sich auf dem Kreise mit dem Radius 
2a bewegenden Punkt genauer. 
1. „=0. Kreis und Sekante. 


T a m an 1 Y 0 in ‘ - r- ıP a1rpiı 2 sevrnar ‚\ 
Weil nach (2.) 5,608, Ist, liegt A auf einer Berührungsgeraden 


der ursprünglichen Kreisreihe. Es ist: 


(8.) 


a (e? —.e9) 


O0, = („lH )s (30) . 
e ni — 


e 


Die Kreise der abgeleiteten Reihe berühren eine Gerade und einen Kreis. 
Letzterer hat den Radius 
a (e) + e -0)3 


ann 4 ed —e 
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Man findet 


1 


” | Im? 2 . 2 2 1 ’ h) —) 
7 jj — d nn > dA 7 — 7 — (Il = - Ad P — ’ 
] e9 eI ) V ( ) (e e ) 


| \ ’ ’ Ö 
Bemerkenswert sind besonders die Fälle „=0 und u=,. 


Für «=0 wird @=2a. Der Kreis der ursprünglichen Reihe, welcher 
hierdurch bestimmt wird, schneidet die O5 in den Entfernungen @©—=2«a und 
2ap. Dieser Kreis berührt also einen um 0 mit dem Radius 2a beschriebenen 
Kreis. Für o=— - wird ©=2ae”’; der so bestimmte Kreis schneidet die 
) 


— 


OB in den Entfernungen 2ae”? und 2ae’; also ist die von 0 an diesen 


Kreis gezogene Tangente von der Länge 2a. Für «=, stoßen wir also 
auf einen Kreis, welcher den um O0 mit 2a beschriebenen rechtwinklig 
schneidet. Dieser um (0) beschriebene Kreis wandelt sich in der Abbildung 


um in eine Gerade, welche zu VA in der Mitte senkrecht steht. Wir finden 


) 
also die den Argumenten «=0 und= > 
entsprechenden Kreisreihen, wenn wir die zur Mittelsenkrechten von VA 
berührenden oder senkrecht schneidenden Kreise der Schar bestimmen. 


Für «,=0 erhält man, da ein unendlich großer Kreis möglich ist, 


entsprechenden Kreise und damit die 


Kreise, die einen gegebenen Krers und eine gegebene Gerade berühren und 
zwar den Kreis von außen. Für u=0 entspringt die Reihe einem Kreise, 
welcher die Mhttelsenkrechte berührt. Soleher Kreise sind 2 und zwar 2 gleiche 
vorhanden. Die Radien o, und o_, nach (5.) sind nämlich gleich. 

Die Kreise sind paarweise gleich und erfüllen den Raum zwischen 
den größten Kreisen @,, e_, bis zu den spitzen Endpunkten des Segments, 


Für VO. entspringt die Reihe einem Kreise, welcher die Mittel- 
senkrechte senkrecht schneidet. Das ist der entartende Kreis: eine zur Sehne 
des Segments parallele Tangente, aber an dem vom Segment abgewandten 
Bogen. Die Kreisrerhe berührt Kreis und (Gerade wie im Fall u=0, aber 


anfangend mit einem Kreise, dessen Durchmesser gleich der Pfeilhöhe des vom 


Segment abgewandten Bogens_ıst. 


ei 
2. U, = 5 5 


Aus (3.) folgt 


a (e —e 0) 


® t (n+z)3 h Fa +) . 


are e 
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A liegt wieder auf einer Berührungsgeraden, aber auf der von der Kreis- 
reihe abgewandten Seite; denn »n wechselt nach (2.) sein Vorzeichen. Die 
Kreisreihe berührt wieder eine Gerade und einen von ihr geschnittenen Kreis. 
Aber sie hegt im Innern des Segments, bildet also die Fortsetzung der u,= U 
entsprechenden Kreisreihen über die spitzen Enden des Segments. Für u —0 
und =) erscheinen wieder Kreisreihen mit symmetrischer Anordnung. 
Für «=0 berühren 2 gleiche Kreise den zur Sehne senkrechten Durch- 


Öö .. . ” . . “ . . 
„ berührt ein Kreis die Sehne in deren Mitte. 


— 


messer, für = 


3. = E, Fall der gleichen Kreise. 
Aus (2.) folgt m=2a, also k=0. A liegt auf Ob. Ein unendlich 
großer Kreis ist möglich. Aus (4.) folgt 


a (e! — ee?) 
®, Er (e“ Hn+1)d __ emulnt+ 1 0) (e” rn) __ er) e 


Daher wird o, und o_, für «=0 unendlich groß. Die Kreisreihen berühren 
zwei gleiche Kreise gleicharhg von außen; für «=Ü0 entspringen sie den ge- 
meinsamen Tangenten und endigen an der Spitze des beiden Kreisen gemein- 
samen Stückes; für en entspringen sie einem die beiden gleichen Kreise 
umschließenden Berührungskreise, für welchen ist 


hi) h) 

ee * 

0_ı Er N 
3 u : 

em 


Das Minuszeichen ist leicht zu erklären. Der Punkt A liegt innerhalb des 
Kreises der ursprünglichen Reihe, dessen Abbild der ursprüngliche Kreis 


ist. Man findet noch, wenn man h=e”? einführt, 
( hartl hin+3 ) 
== U ß —. 5 . 

0, ] — Ar+ 1 — h’rtr3 


ö , Ai 
4. w= > + 3° 


Es folgt aus (2) m=— 2a, k=V0. 

Der Punkt A liegt auf der von der ursprünglichen Kreisreihe ab- 
gewandten Seite. Unendlich große Kreise kommen nicht vor. Die Kreıs- 
reıhen sind dem zwei gleichen sich schneidenden Kreisen gemeinsamen Flächen- 
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stück eingezeichnet. Für u=0 berühren die Ursprungskreise den zur gemein- 
N on Ö u * 
samen Sehne senkrechten Durchmesser, für «=, ist der Mittelpunkt der 


Sehne der Mittelpunkt des Ursprungskreises der Reihe. Es ist 
a (e? _ e=?) i 
On I RE Led un 
oder 
[ hr hin+? 
u Er 7 m). 
Auf diese Kreisreihen hat kürzlich Herr /olzmüller in Lampes Archiv, Jahr- 
gang 1904, Bd. 8, S. 87 hingewiesen und u. a. bemerkt, daß die Summe 
der Durchmesser gleich der gemeinsamen Sehne sein muß. 
Liegt A nicht im Winkelraum der ursprünglichen Kreisreihe oder in 


dessen Scheitelraume, so ist kein reeller unendlich großer Kreis möglich. 


72 .. ® . y .. . D ti 
Wir beschränken uns hier auf die Erwähnung des einzigen Falles w=- re 


Für diesen wird m=0, k=2a, Die Kreise der Reihen berühren zwei 
gleiche Kreise und zwar sind sie den nicht gemeinsamen Teilen der Flächen 
einbeschrieben. 


4, 


Wir wollen nunmehr die elliptischen Funktionen zur Bestimmung 
der Summen unserer Kreisreihen anwenden und zwar der Summe der Um- 
fänge und der Flächen, 

Nach (3.) erhalten wir: 


+% 


EN ) ti 1 
(h „ _ TE = ER RE BEIESER -RIEERNES 
(6.) — 0, - a (e ( ) u ezut(?n +1)0 PR. e?uo un e?uo + e un + 1 )d ' 


Die Summe rechts ist, wenn man die unendlich großen Summanden aus- 
schließt, unbedingt konvergent. Die Konvergenz ist gleich stark mit 
der einer geometrischen Reihe. Sie ist doppeltperiodisch mit den Perioden 
ıı und Öd. Ersteres erkennt man an jedem Summand, letzteres durch Ver- 


schiebung der Summanden. Wir setzen: 
7 ‚, © 
5 = 


— 


) 


IV 
. 





Schwering. Anwendung der elliptischen Funktionen. 
Sch g, A dung der elliptischen Funkt 


Bildet man mit Hilfe der nach Schwarz, Formeln und Lehrsätze, Art. 6, 8 
gegebenen Formel für ou das Produkt 


oO (u + U) 0 (u — Un); 


so erhält man durch Zusammenfassung geeigneter Faktoren: 


mi Tri ri mi 
u Un Zn ! 


uU — { 
p® + e 7? —_ oe” FE . 


1ı 


ui Tri ri 
1 vo h” p ® („0 + p ® )+ hr pP 0. 
Leitet man nun logarithmisch nach «, ab, so erhält man statt des Haupt- 
faktors 


ri "I 


Un 
7T? P u) pP w) 
we ra 7 E 
/Et 2 Ti TLi 
w um 2nd 7 — En 7 + en n) 
er —\e” -+ De + { un 


Kin ebenso gebautes Glied erhält man, in welchem n negativ ist. Endlich 
kann der erst hingeschriebene Beitrag für n—=0 einbezogen werden, und 


so ergibt sich: 


! 


ti 


. - ° () ° 
u— =2vnı, W— =2rnt, = rt. do =—rnt. 
7) M) (v 
r ! ° ® , , ] 
_ 17  ; u 7ER! +% eo“? EEE nn ı 
(1.) (u + U) — U— 1) —2 EP u u — .- | kann 
OÖ 0° “ ee Tl ae kn 7 ui 2 


Diese Formel gilt ganz allgemein, genau wie die Formel für 0”, aus der 
sie abgeleitet ist. Jetzt nehmen wir rechts 


T u 
U) == 33 u ze > - 
dann wird 
0' 6 nu N 2 { t 
„ (u + u) — Z (u _- U) ut > Zn _— 2 l =. Dluit ind _ Bug _ pm Bug 1 p-Qui—ind* 


Endlich ersetzen wir ” und , durch imaginäre Werte und erhalten 


Ed (nat ur) +t d (u — ul) — 2 u 9 a 
a) ' _ 5 1 a ii ) ) ) ) 
Ö ’ [07 e 0) ni erutind __ 024 — eu nu Aline ) 
- [7 z Ö 2 as . A ® ) N 7 . 
Vermehren wir also « um „, so wächst links vw: um , = w', es wird also: 
.. 1 e—e-° ( 2n .0' 0 
) xy FERN: , ze i u ! Be ® / . ® ® _ au 
(8.) By 9= > a e2ug — eu, | W Wr? G (mi Hy W ) u 6 ur rw TrW@ )| m 
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ER : r “ . 
Die . -Ausdrücke können sofort nach Art. 11 weiter umgeformt werden. 


. OÖ: . ® 
Auch kann man sie durch 2 ersetzen. Wir unterlassen das, um es bei der 
03 


Anwendung auf besondere Fälle nachzuholen, soweit es nützlich scheint. 
Die Gleichung (8.) liefert die gesuchte Bestimmung der Kreis- 
umfänge unserer Reihe ganz allgemein. Schreiten wir nun zur Bestimmung 
der Flächen der Kreise. 
Aus (6.) folgt sofort 


1 00, 


l 
X = ”— er ' 
(9.) 9,= ) a (( u erw — e?uo ou i 


Daher ist 





eis l 2,2 in pe 
> 0, ne > a (e gi ) (eo —e—2uo)? 
2 > ä . 0 
(10.) 3 ut (me +) — tr — (ui+ Uuc+ wo 
| 2) 0 177 ; J 
Ba 1 I2n . ' | „| 
no (e—e”?) (urn alpr +9 (wu Ho )+plur+ u +Ww IE 


Diese Formel liefert die Inhalte der Kreise unserer Reihen. 


OD. 


Wir wenden uns nunmehr zur Bestimmung der Umfänge und Flächen 
in einigen besonderen Fällen. 

I. Die Kreisreihe berühre einen Kreis und eine ihn schneidende 
Gerade. Für diesen Fall ist „„=0; dann erhält man eine Reihe, welche 


Pu .. 7ER 
den Kreis von außen berührt, oder „=, 


Kreisreihe dem Segment einbeschrieben ($ 3 dieser Abhandlung). 
Da Zähler und Nenner in (8.) für «=0 verschwinden, leiten wir 
nach , ab und erhalten 


also wi =—w; dann ist die 


>» l Ö —( | x ' 
(11.) z4=-; a(e! — e”°) (+ „lur+ w )). 


Für w.=—w ergibt sich ebenso 


(12.) =o,= z a(e —e””) (2 +p(u +w+ o')) 


are 


ne 
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Es ist also 


=. 1 lyn ’ . u 
- = 7 Lot N): 
en ( u (n +-)0 +69) 4 \o 4 rw t w ’ o')) 
(12°.) e +e 
+2 1 


ln 
y = — (2 | (u). 
be (eutn) —e und 3 4 \w y \ ) 





Führen wir noch die Segmenthöhe s=,«a(e’—e”’) ein, ferner „=«w, so 


finden wir 


nr | 
Re: On 8oe,=ns(; -a)=4A,. 


«=o', Der unendlich große Kreis ist ausgeschlossen. Die Kreis- 
reihe entspringt an der zur Sehne parallelen Tangente an dem vom Segment 
abgewandten Bogen. Sie zerfällt in zwei getrennte Reihen. 

u us 


2n>20,=-ns(e+g)=4;. 


N 


Die Kreisreihe berührt denselben Bogenteil wie die vorige, entspringt aber 
aus einem den zur Sehne senkrechten Durchmesser berührenden Kreispaar. 
Sie ist also in sich geschlossen und endigt an den Enden des Segments. 
Ö 


») 


3. Aus (12.) ergibt sich für w=w', 


Indo =ns (0 -+- )=A,. 


vn 


Die Kreisreihe ist dem Segment einbeschrieben und entspringt aus einem 
die Sehnenmitte berührenden Kreise. 
4. ud, 
2nZ20,=ns(e+&)=4,. 


Die Kreisreihe entspringt aus zwei den zur Sehne senkrechten Durchmesser 
berührenden Kreisen und liegt im Innern des Segmentes. 
Aus ,+&%+e%=0 ergibt sich die merkwürdige Beziehung: 


(13.) A, +4, —A,+3A,=sn. 


Die Summe der Umfänge der beiden inneren Kreisreihen vermindert 
um die geschlossene dußere, vermehrt um die dreifache letzte gibt den Umfang 
des größten Kreises der ersten Rethe. 
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Zur Bestimmung der Inhalte kann man auch direkt vorgehen, ohne 
Anwendung der allgemeinen Formel (10). Durch zweimalige Ableitung 
folgt aus (12°) 

i „„ a 
Sin’(u+ nd) 


628 = 9" (ui)+4plu)+4u. 
Öö ni Öö,n 
> 9 0 + 5) 


Für =0, 


ist der unendlich große Kreis abzuscheiden. Bezeichnen wir die Flächen 


entspringen hieraus die Kreisreihen. Bei v—=0 


der Kreisreihen obiger Bezeichnung entsprechend mit 5, P,, B;, B,, so folgt 





a l 11, 
14 BeEauht ea igof 
( ci i=(1,2,3) 
i B 2 1 1 1 9 > \| 
at e+ are) 


Für «=0 erhalten wir einen Grenzfall, welcher ohne Hilfe der elliptischen 
Funktionen behandelt werden kann. Wir haben die Aufgabe: 

(regeben ein Kreis und eine Tangente desselben. Man bestimme die 
Summe der Umfänge und Flächen von Kreisen, welche jeder den vorher- 
gehenden und nachfolgenden und den festen Kreis und seine feste Tangente 
herühren. 

Die Lösung kann direkt gefunden werden. Sind 0,,0 die hadien 
zweier auf einander folgenden Kreise der Reihe, so ist 


Vro-Vro,=Voo 


xx1) 


wenn 7 den hadius des festen Kreises bezeichnet. Zur Lösung führt nun 
die Annahme 


| 1 


N V =log(up), 1 =logp. 
0 P, 


Auch kann die Lösung gefunden werden, indem man von den Formeln 


des Art. 42 der Formeln und Lehrsätze Gebrauch macht und zur Grenze 
übergeht. Man findet 





















Schwering, Anwendung der elliptischen Funktionen. 
Für den Halbkreis ist a=r, 2=e’— e”’, also 
e=YV2+1, e=-V2—1=h. 

In diesem Falle habe ich die Rechnungen durchgeführt. Ich fand: 


h =0,4142136, 0=0,8813734, 
' =0,0000137015,  «e—-—1,96586. 


log nat h-lognat/ =}. 


I 


42364, 0,=423365,  &%=— 847009. 


1 


2.270576. rzr, A, = 2,267794- rn, 
A, = 10,43595 - rrı, A, = 2,299209 : vr, 
B, = 0,3813788-r’n,  B,=0,3750166 - vr, 
b,=11,71240 7” 7, B,= 0,5080228 - »’, 


9=215,2274, = - 607,665. 


6. 
Für den Fall der Kreisreihen, welche zwei gleiche sich schneidende 
Kreise berühren, beschränke ich mich auf Angabe des Ergebnisses. 
Weil 


"= NW, 
wird aus (8.) unter Benutzung der Formel 


! ! ® 
„‚w-oy=,n1 


und 
0 ) o 
+20) —- - (\=2n: 
0 ( + ) 0‘ ) / 


20 = —(l, 
vn 


Das Vorzeichen erklärt sich durch die Richtung der Messung. Die Summe 
der Durchmesser ist in der Tat 2a. 
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Für die Summe der Inhalte findet man 


2 1 „e+te- 1 ,fn Al 
> — .. - En e, 

u Bay? FE u Eu („ trplum]. 
Diese Formel steht in naher Beziehung zu der für die Summe der Umfänge 
im vorigen Falle gefundenen. 

Es ergeben sich ähnliche Ausdrücke wie dort, wenn man zu den 
halben Perioden übergeht. Auch läßt sich ein entsprechender Satz über 
die Flächen aussprechen. Der hier hervortretende Zusammenhang kann 
einfach entwickelt werden, wenn man die identische Gleichung 

tl zent z2’hn(1—h°) 
sth?" 1 hat] hr — 21 +) +1 


quadriert und die linke Seite in 


42’her ı dz’hint? 2; 42’ hr(1 +4’) 
(hr — 1)’ (ah? — 1) rer —zhr (1 +hN)+ 1 


umformt. 
7T 


4 
den Kreis AOB berührt. Aus (2.) folgt 


a(e? — e-?) 
09.= eru+ln+ 1)Ö u e-u—Qn+1)d* 


Endlich soll noch der Fall «,= erwähnt werden, in welchem 05 


Die Formeln (8.) und (10.) sind unmittelbar anwendbar. Letztere gestaltet 
sich besonders einfach, da ein Summand wegfällt. Bemerkenswert ist das 
Auftreten der Viertelperiode. 

Mit den hier vorgetragenen Lösungen ist die Aufgabe der Kreisreihen 
in der Ebene der Hauptsache nach erschöpft. Es schließen sich an die 
hier behandelten Aufgaben andere an, z. B. über Kugelreihen, welche zwei 
Ebenen und eine Kugel berühren. Auch kann man die Aufgabe stellen, 
die einem Kugelzweieck eingezeichnete Kreisreihe nach Umfang und Fläche 
zu bestimmen. Die Verwendung der umgekehrten Abbildung ist auch für 
diese Aufgabe sehr naheliegend. Doch scheint die Summierung der ent- 
stehenden Reihen auf weitere Schwierigkeiten zu führen. 

Wenn man in der ursprünglichen Punktreihe jedesmal einen Punkt 
überschlägt, so erhält man eine neue Reihe 


2ın 


> 2 m 4 
Is p La pP «ds ... p Ts 


TERHREEIEERFEERETEE 





nn 











. * unn* x ’ .n 7° ,) 5 n 0) ,) g. da y % ( 
e 4 - N . € 
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Bildet man die so entstehende Kreisreihe ab, so erhält man die ent- 
sprechende Darstellung für eine elliptische Funktion %(”), welche dieselbe 
reelle und die doppelte imaginäre Periode besitzt wie die ursprüngliche. 
Geht man dagegen von der Punktreihe 


1 
N 


une Vp&: Po» (VP) Xu. pP Io 


aus, so erhält man eine elliptische Funktion mit den Perioden 2w, w', 

Auch mit dem Sternerschen Schließungsproblem kann unsere Aufgabe 
in Verbindung gesetzt werden, bei welchem eine Kreisreihe zwei gegebene 
Kreise berührt. 
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Uber die Zerlegung von Funktionen mehrerer 
Variabeln in irreduktible Faktoren. 


Von Herrn M. Mandl in Laibach. 


Im 115. Bande dieses Journals (Seite 252 u. ff.) hat der Verfasser eine 
Methode angegeben, wie darüber entschieden werden kann, ob eine vor- 
gelegte ganze, ganzzahlige Funktion eıner Variabeln reduktibel ist oder 
nicht, und wie, im Falle der Reduktibilität, diese Funktion zugleich in ihre 
sämtlichen rationalen Faktoren aufgelöst werden kann. Diese Methode soll 
hier auf Funktionen von beliebig vielen Variabeln ausgedehnt werden. 

In der folgenden Entwicklung soll vorausgesetzt werden, daß irgend 
ein Verfahren zur Zerlegung einer Funktion von p Variabeln bereits bekannt 
sei, und es soll daraus die Faktorenzerlegung einer beliebigen Funktion 
von p+ 1 Variabeln hergeleitet werden. Zunächst soll gezeigt werden, daß, 
wenn / die vorgelegte Funktion der »+1 Variabeln x, x, 2, 23, ...2, und 
irgend eine dieser Variabeln ist, die Funktion F stets auf die Form 


F= fo° x" + fi di + f: 7 + sche 7 es .L + f; 


gebracht werden kann, wo /, eine von Null verschiedene Konstante, und 
fs far fa; /„ ganze Funktionen des 1., 2., 3.,.... n-ten Grades in den p Variabeln 
ya; 2, ind. 

Denn ist 7 die vorgelegte Funktion n-ten Grades mit den Variabeln 
7,20, 0.0. t,, So kann diese außer den Gliedern »-ten Grades auch solche 


| } 
des (n — 1)-ten, (rn — 2)-ten,... Grades enthalten, oder es ist 


vi. 


F= U, 7 U. + Un? + ._ + Us + U + Hos 


rer um 


rm 


Zn 
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worin %,, H,_1y «+ %, %, homogene Funktionen des n-ten, (” — 1)-ten, ... (Grades 
sämtlicher Variabeln sind. 

Das erste Glied «, kann aus den n-ten Potenzen der einzelnen 
Variabeln und aus Produkten von Potenzen verschiedener Variabeln zu- 
sammengesetzt sein. Nun läßt sich F immer derart umformen, dab 
mindestens einen Posten von der Form x” enthält: denn wäre z. B. 


en ; Pr 47) | | ehr he ' ‘ ‚dt NTTRNTE : 
u,= Aa da + Ba ara ( q U, U .._ su 


\ 


(wo 2+4, +2 + =/+4, ++ =utrmt en), 
so braucht man nur folgende Substitution anzuwenden: 


dh ml, 70; U, = dl, tt VUgs ses A Ay +d,; 


/ ü 


WO 7,,03,...0, p neue Variabeln bedeuten und «,,@,,...«@, noch näher zu 
bestimmende Parameter sind. 
Infolge dieser Substitution ist 


) TR ; . ' \x ) ) u; | NA f } \/ ! 
71 ——— N. A , ”, / un 79 „us. —— nr. I _ —_ 1) . (dl EU Da ... m 006 
7 A H (a, & I i 1) ( y «il j 2) H B N (< 1 dl j 1/ ® > I 2) ] “ 


und dieser Ausdruck beginnt, nach Potenzen von x entwickelt, mit einem 
Gliede c.”, wobei 


. N ) 
c= lat a... + Bat az +: 


1 \ 


ist. Wählt man nun die Parameter «,,«,,...«a, so, daß c von Null ver- 
schieden (im übrigen aber ganz beliebig) ist, was auf unendlich viele Arten 
geschehen kann,”) so läßt sich , in der Form schreiben: 

ce rat r-, 
worin c eine von Null verschiedene Konstante, <,, ©, €, ... aber Funktionen 
des 1.,2.,3.,... Grades von den Variabeln v,, ,,... v, sind. 


Hiernach läßt sich auch die ursprünglich gegebene Funktion /, nach 
Potenzen von x entwickelt, in der Form schreiben: 


Pin Er 4 fi rl 2 77 aa 4 ... —- E. or 4- fh R 


”) Denkt man sich nämlich alle a-Größen bis auf eine einzige, z. B. a,, beliebig 
aber fest gewählt, so braucht diese letzte Größe «, nur so bestimmt zu werden, dab 


e= Aafı at: a». + Bat alas »-- ++». nicht verschwindet. Da aber c, als ganze 
rationale Funktion von «a,, nur für eine endliche Anzahl spezieller Werte von a, ver- 
schwinden kann, so genügen alle übrigen unendlich vielen Zahlen, als Werte von a, an- 
genommen, der Bedingung, dab c=#U ist. 


Journal für Mathematik Bd. 151. Heft 1. 
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worin /, eine von Null verschiedene Konstante und /ı, /s, -.. /„ der Reihe nach 
höchstens vom 1.,2.,... n-ten Grade bezüglich der Variabeln »,, ®,, ... v, sind. 

Soll nun F in zwei rationale Faktoren > und # zerlegbar sein, so 
muß eine Gleichung von folgender Form bestehen: 


et thr tHf, 
(Pu t“ +9 Kal Bien ı Pi ttY% u (x +, il EEE u W;_1TH+ v;) 


worin die g und w analoge Eigenschaften haben, wie die /, und wobei 
@e+ßP=n ist. Hieraus ergibt sich, durch Vergleichung der Koeffizienten 
übereinstimmender Potenzen von x zu beiden Seiten der letzten Gleichung, 
das folgende Gleichungssystem: 


7 


(1.) Kin; . = f a—k ” VW onr+kı (r=V,1,?,..n) 
=U 


wobei zu beachten ist, daß jedesmal 9,=0, w,=0 zu setzen ist, so oft 
«<0, vr <ZV auftritt. Die Aufgabe der Zerlegung von F' in zwei rationale 
ganze Funktionen ist demnach identisch mit der Aufgabe, zwei Systeme von 
rationalen ganzen Funktionen ., Pa-ır »--! Par Yan... der Variabeln 
Us dyy... 7, zu ermitteln, welche dem Gleichungssystem (I.) Genüge leisten. 

Um diese Funktionensysteme zu bestimmen, schreiben wir (1.) zu- 
nächst in folgender Form: 


In = Pa’ Wa 

; = VW; t WYz Pa-ın 
k=r k=r—1 

ER un Pi: P, k” Work . Pu E War + D; m f a—r + = Da Wo +Hie 
k=U = 


52,7, 
Setzt man ferner der Kürze halber 
ker —1 


> AO ar P} Yf a—k Vartk _ P, (und nn ar ri 


ı=1 


so kann man das Gleichungssystem (I.) durch das folgende ersetzen: 


| f ee w; Eu I 


11.) 
| Pa ? D; -r + v; n Par on F Nr * 


(va1,2,...% 


Um mit Hilfe dieses Gleichungssystems die Funktionen 9,, Ya_ı3 Pa-ay+--! 


.. 


"Was Ws... Zu berechnen, bestimmt man zuerst g, und w;, indem 











EEE EEE 
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« 


man /„ aufirgend eine Art in zwei rationale ganze Funktionen der Variabeln 
Uyer.ıd, zerlegt — was nach den eingangs gemachten Bemerkungen als 
ausführbar vorausgesetzt werden darf. Hierauf findet man aus (II.) für 


"—] die Funktionen ,_,, w;_, mit Hilfe der Gleichung 
Par Wa, + ,. Bi Bi, fie u 


indem man %,_,, %;_, in der allgemeinsten Form einer ganzen Funktion 
des (@« — 1)-ten, bezw. (— 1)-ten Grades in den Variabeln x,,....”, mit vor- 
läufig willkürlichen Koeffizienten ansetzt und diese letzteren nachträglich 
dadurch bestimmt, daß man je zwei Glieder auf verschiedenen Seiten der 
letzten Gleichung. welche analoge Zusammensetzungen der Variabeln ent- 
halten, einander gleich setzt. Dadurch ergibt sich eine Anzahl von linearen 
(Gleichungen zur Berechnung der willkürlichen Koeffizienten von 
und w;_,. 


/ 
Setzt man weiterhin in (II.) »—=2. so hat man 
p, . W._» == u. x Y = Ki; ; ar a in g a er 


und wenn abermals y,_,, w;, als ganze Funktionen mit willkürlichen 
Koeffizienten angesetzt werden, so erhält man zur Berechnung dieser 
Koeffizienten, durch Vergleiehung analoger Glieder zu beiden Seiten der 
letzten Gleichung, eine Anzahl von linearen Bedingungsgleichungen, worauf 
man zur Berechnung von Y,_3, W;_, übergeht usw. Auf diese Weise findet 
man zu jeder Faktorenzerlegung /„=Y,'v; zwei Reihen von Funktionen 
Saar P 3 Wassers Way Way Wa... und damit eine Faktorenzerlegung 
der ursprünglich gegebenen Funktion F, 


Die Frage ist nur. ob und unter welchen Umständen die Gleichung 
pp Wr TVs P-: F 


eine Berechnung der Funktionen %,_,, w;_, auch wirklich zuläßt. d. h. ob 
und unter welchen Umständen die Anzahl der zur Verfügung stehenden 
linearen Gleichungen mit der Anzahl der zu ermittelnden unbestimmten 
Koeffizienten von ,_, und w,;_, übereinstimmt. — Um diese Frage zu 
entscheiden. wollen wir sowohl die zu ermittelnden I\oeffizienten als auch 
die verfügbaren Bedingungsgleichungen abzählen und beide Zahlen einander 
segenüberstellen. 
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Bekanntlich hat eine ganze Funktion des n-ten Grades mit » 
Variabeln im allgemeinsten Falle a Glieder, und da F,_, vom (n— r)-ten 
Grade ist, so besteht diese Funktion im allgemeinen aus Een Termen. 
Es stehen somit zur Berechnung der Koeffizienten von %,_, und w,;_, 
im ganzen ui “ 7 Gleichungen zur Verfügung. Die Anzahl der unbe- 


stimmten Koeffizienten dagegen beträgt (da y,_,, w;_, vom (@—r)-ten bezw. 
(?—r)-ten Grade ist) 
a ara, 
p p 


. . . ‘er n—r 4» \ ® 
und es handelt sich somit um die Auflösung von ( . e Gleichungen 


. — 9 B—r9 r . 
mit e” Ze P)+ (r | ”) Unbekannten. ‚Je nachdem nun in der Formel 


(I.) Ar HP)Z(e=rtp).(P=r+P) 


das obere, mittlere oder untere Zeichen gilt, ist die Aufgabe der Berechnung 
von f,_,, %;_, Im allgemeinen überbestimmt, bestimmt oder unbestimmt. — 
Es soll nun gezeigt werden, daß in (III.) im allgemeinen das obere Zeichen 
richtig ist, und daß nur in dem Falle, wo es sieh um die Berechnung von 
fs, Ws handelt und überdies die y und w Funktionen einer einzigen 
Variabeln sind, das mittlere Zeichen Geltung hat. 

Wir machen dabei von der bekannten Zerlegung eines beliebigen 
Binomialkoeffizienten in eine Summe von Binomialkoeffizienten nach folgen- 
der Gleiehung Gebrauch: 


Ce) 
Hr )+* ++ 


N 
\ 


7 


IN 





und ganz analog: 
BaPäRe 0 var nn "mas o 
\ p D— WER 
ee a an RA) 5 u 
een 


MEER 
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Da n=a+Pp, also n>e und n>P, so kann (IV.) in folgender Weise 
geschrieben werden: 


EN ZH NH] 


% rer 0 2) + BEER e p ı)+ 6 ı)] 
oder 


VI.) P ge Fr) Br. + ei Br Pl | (? un 


Durch Benutzung von (V.) und (VI) nimmt (III.) die folgende Form an: 


TR )+(® A Ki te f P ) | 3 


) 


Die linke Seite dieser Formel enthält »— 9 =« Glieder, die rechte 


(VII) 





Seite aber @—r-+ 1 Glieder; daher ist die Gliederzahl links um 7— 1 größer 
als rechts. Außerdem ist das erste Glied links sicherlich größer als das 
erste Glied rechts, das zweite Glied links größer als das zweite Glied 
rechts usw., so daß man im allgemeinen behaupten darf, daß die linke Seite 
von (VII.) (und ebenso von (IIl.)) größer ist als die rechte. Nur in dem 
Falle, wo p=1 ist, sind die Glieder linker Hand nicht mehr größer als 
die gleichvielten Glieder auf der rechten Seite von (VII.), indem alle diese 
Glieder =1 sind. Und wenn überdies r—1 ist, so ist auch die Glieder- 
anzahl links nieht mehr größer als jene rechts, und in diesem einzigen Falle 
gilt in (VII.) und (III) das mittlere, d. i. das Gleichheitszeichen. 

Hieraus folgt also die Richtigkeit obiger Behauptung, daß nämlich 
die Berechnung von Y,_,, %;_, von der Auflösung eines linearen Gleichungs- 
systems abhängt, welches im allgemeinen überbestimmt ist, und das (von 
speziellen Werten der in F vorkommenden Konstanten abgesehen) nur in 
dem einzigen Falle genau bestimmt ist, wo es sich um %,_,, %; , handelt, 
und wo überdies sämtliche y und w Funktionen einer einzigen Variabeln sind. 

Nach diesen Auseinandersetzungen wird sich der Gang der Rechnung 
folgendermaßen gestalten: die vorgelegte Funktion wird durch eine einfache 
lineare Transformation auf die Form 


Feat that tet matt fs 
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gebracht, wofern sie diese Form nicht schon besitzt; hierauf zerlegt man 
f, in zwei Faktoren y,, w; von den Geraden «, bezw. ? (was als eine 
ausführbare Operation vorausgesetzt wurde) und bestimmt die Funktionen 
Ps, W;_, mit Hilfe der Gleichung 


Pa . V;-i + ; > Pa—ı er l AR . 


Wenn die vorgelegte Funktion bloß zwei Variable enthält, d.h. wenn die 
y und w Funktionen einer einzigen Variabeln sind, so liefert die letzte 
Gleichung im allgemeinen eine eindeutige Bestimmung für Y,_1, Ws_ı: 
Enthalten dagegen die y und w mehr als eine Variable, dann liefert die 
letzte Gleichung für die Berechnung von %,_,, W;_, im allgemeinen ein 
überbestimmtes lineares Gleichungssystem, aus welchem die Berechnung 
Von f,_1, Wz_, nur in jenen besonderen Fällen möglich ist, in denen eine 
hinreichende Anzahl von Gleichungen des vorerwähnten Systems "sich als 
Folge der übrigen Gleiehungen darstellt. Nur in diesen besonderen Fällen 
existieren also Funktionen @,_,, %;_, von der verlangten Eigenschaft, und 
sie lassen sich dann auch leicht berechnen. Man macht hierauf den Ansatz 


Q, W;.>+ V;'Pa-— > F, = A u 


und sucht hieraus die Funktionen Y,_,, W;_, zu berechnen, was — wie 
früher gezeigt wurde — stets auf ein Gleichungssystem führt, das mehr 


Gleiehungen als Unbekannte enthält. Wenn trotzdem das System, infolge 
der gegebenen speziellen Werte, sich auf ein auflösbares Gleichungssystem 
reduziert, so geht man zur Berechnung von @,_,, %;_,; über usw., bis alle 
p und w, und damit eine Faktorenzerlegung der ursprünglich gegebenen 
Funktion gefunden sind. — Nunmehr zerlegt man jeden der eben gefundenen 
Faktoren $, bis zur vollständigen Zerlegung von F. So oft man jedoch 
bei der Berechnung zweier Funktionen %,_,, W;_, auf ein widerspruchsvolles 


(Gleichungssystem geführt wird, — oder auf ein solches, das keine yanz- 
sahligen Auflösungen liefert, — kommt das ganze System 
Pas Yf a—1) Yf a2) **°® Pa—r+13 W;, W;_1; W3_25 ... Wir 


in Wegfall und man beginnt die Rechnung von neuem mit einer anderen 
Zerlegung von /,. 

Auf diese Weise können sukzessive alle rationalen Faktoren der vor- 
gelegten Funktion F gefunden werden; ergibt sich für letztere keine rationale 
Zerlegung, so ist sie irreduktibel. 
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) 


ui * 


LP 


Bezüglich der Durchführung der Rechnung in einem gegebenen 
speziellen Falle muß noch eine Singularität in Betracht gezogen werden. 
Es kann sich nämlich ereignen, daß das letzte Glied von F zufällig von 
niedrigerem als dem n-ten Grade, also z. B. vom (n—rv)-ten Grade ist, so 
daß in der Gleichung 

"= pa W; 
(VIII) ae+ßP=n-rv und nicht =») 


ist. Dann macht man die Supposition, daß / in zwei Faktoren «'-ten und 
»-ten Grades zu zerlegen sei, wo 


! y! 


>o, P>P, und @«+P=n 


ist. — Dem entsprechend betrachtet man y,, ; als degenerierte Funktionen 
höheren Grades, und zwar: 


p„ als Funktion des Grades «=«+0 
VW. ” n ir = 3 +Vv— 0, 
wobei o irgend eine der Zahlen 0, 1,2,...” bedeuten kann und wo dann 
+ e+P+ren 
ist. — Dies kaun auf v+1 Arten geschehen, und für jede einzelne Wahl 
von o sucht man die Gleichung 


Pa z Va_ı e v; \ Puar-ı fu-ı 


in der bekannten Weise zur Ermittlung von g,_,, Wz_, zu benutzen. Dies 
gibt im ganzen vr +1 verschiedene Ansätze, von denen aber nicht mehr als 
einer zu einer Faktorenzerlegung von F führen kann. 


Anmerkung: Es ginge nicht etwa an, eine Gleichung von der Form 
9 vv. 


anzusetzen, worin ' und g so beschaffen sind, daß sie y, und ı, zum 
(n— 1)-ten Grade ergänzen, so dab also 
\ / oO / 

p vom (n—1— P)-ten Grade, 


v” „ (n—1-e)-ten 
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ist, sonst müßte es zwei Faktoren ? und 7 von F’ geben, welche vom 
(n — P)-ten, bezw. (n—e«)-ten Grade sind. Dann wäre aber die Summe der 
(sradzahlen dieser Faktoren: 


n— eo) +n—- »=n+hn—ae— PM)=n+r, also >n, 


was unmöglich ist.”) 

Die Ausführung von Zahlenbeispielen nach der eben erörterten Methode 
wird dadurch erheblich vereinfacht, daß sich oft mit einem Blick erkennen 
läßt, ob die linearen Gleichungssysteme, von denen die Bestimmung der 
Funktionen ,,,; abhängt, vorerst eine Lösung überhaupt, dann aber eine 
solche in ganzen Zahlen zulassen. 


*) Zu beachten ist schließlich, daß in dem eben betrachteten Falle (wo Gl. VIII 
besteht), unter den verschiedenen möglichen Faktorenzerlegungen von f, auch die eine 
untersucht werden muß, wo f, in das Produkt aus einer ganzen Funktion und einer 
Konstanten zerfällt, also auch die Zerlegung: f„=1-f„, oder mit anderen Worten: Man 
hat in diesem Falle auch die Zerlegung 9,=1, w;=f,„ zu berücksichtigen, wobei . 
der Reihe nach als degenerierte Funktion des 1.,2.,... v»-ten Grades aufzufassen, w,; aber 
(das an und für sich den Grad n—» besitzt) bezw. als Funktion des (n— 1)-ten, 
(n—2)-ten,... (n— v)-ten Grades zu behandeln ist. 


















Die Diskriminante der allgemeinen Kreisteilungs- 
eleichung. 


Von Herrn @Gustav Rados in Budapest. 


Di. Diskriminante der Kreisteilungsgleichung hat insofern auf 
größeres Interesse Anspruch, als sie zugleich die Diskriminante des Gattungs- 
bereiches ist, der durch die Kreisteilungsgleichung definiert wird. Sie liefert 
somit ohne weiteres jene im höheren Sinne des Wortes aufgefaßte wichtige 
Invariante des Bereiches, die allen arithmetischen Untersuchungen innerhalb 
des Artbereiches zugrunde zu legen ist. Wie im nachfolgenden gezeigt 
werden soll, kann die Diskriminante der allgemeinen Kreisteilungsgleichung 
ohne die Heranziehung der Idealtheorie”) (oder nach Aronecher der T'heorie 
der algebraischen Divisoren) vermittelst ganz elementarer Betrachtungen 
hergeleitet werden. 

Ist 


174 


Nn=m' Pr... pr ar u 


so sind die primitiven »-ten Einheitswurzeln die Wurzeln der Gleiehuı 
gp(n)-ten Grades: 


or 
15 


n 


(1.) P,(a) = (@"— 1) ar? — 1) [I Carır:»r— 1)... 


n n 


II (ar —1]) IH“ PıP2P3 —. L) [U (arırer BR men 1) En 


*) In seinem Berichte „Die Theorie der algebraischen Zahlkörper* 1897 gibt Herr 
| Hilbert S. 335 zu demselben Zwecke ein Verfahren an, das auf allgemeinen Sätzen beruht, 
zu deren Begründung der ganze Apparat der Idealtheorie angewendet wird. Vergl. den 
Satz 88 a.a. 0. S. 267. 
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wo I//(arr=-rz — 1) das Produkt derjenigen Faktoren bezeichnet, die aus 


n 


dem Ausdrucke «’a”%?i,— 1] hervorgehen, indem man an Stelle der Indizes 


sy... 1, der Reihe nach die #-gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung 


} 24 
von 1,2, 3,...n setzt. 
Der zu bewersende Satz wird durch die Gleichung 
p{n) 
and Ri 


y{n) pn) yp(n) 
p, ypı) p,r Pr) RR pH (p,) 


Diskr. D,(a) = 


dargestellt, wo das bekannte zahlentheoretische Symbol g(n) die Anzahl der 
ganzen Zahlen bedeutet, die kleiner als die Zahl n und außerdem noch relatır 


prım zu N sind. 


Es sei ” eine primitive n-te Einheitswurzel, ferner seien 


oys King ouc hp ec 


i} 'y (rn) 


die gegen n relativ primen ganzen Zahlen, die kleiner als » sind, dann liefert 


die Reihe der Potenzen 


ki... rl) 


A >. ... r 
sämtliche Wurzeln der Gleichung (I.), es ist somit 
pR)[pln)—1] 


Diskr. DB, )=(-1) ° HB), 
=] 


wo «b/(x) die erste Derivierte von $,(x) bezeichnet. Nun schreiben wir 
die Gleichung (I.) folgendermaßen 


RR | P,OIKar - Mare» 1)... 


| = (" — 1) Ian» — 1) larenn— 1)... 


und setzen in der ersten Derivierten derselben 2 —=r", nach dieser Substi- 
tution bleibt im Sinne der Relationen 


DE)=0,  1=0 


in den Derivierten beider Seiten (I”.) nur je ein Glied stehen und es ist 
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bi, 0°) ITS — 1] Ip 1]... 
(II) 


= n H" ITEOR Pr — 1] IT[OrSyeRnn — 1] ...; 


(i=1,2,..P(n)) 





indem man diese Identitäten mit einander multipliziert, folgt die Relation 


YaR)lpyla)—1] 


-D ° Disko, meer 1] ner 1]... 


w(n) y(n 


= nn) 7 Kae Se II nIG“) m — ] | .... 
i—1 i—I 


aus der die gesuchte Diskriminante sich ergibt. 
Zur größeren Übersichtlichkeit der nachfolgenden Rechnung betrachten 
wir nun eingehender den Ausdruck 


y(n) ud 


= [E"-1], 
worin 


d= pp: ... per <a) (<H 


einen beliebigen Teiler von » bedeutet. Zunächst ist es evident, daß die 


n kı n\k, n kp(n) 
„d ' ‚d 4 
(‚ ) (1°) De 
n 


primitive d-te Wurzeln der Einheit sind; ist ja doch r‘=o auch eine solche 
Wurzel, und es sind ferner die Exponenten 4, nicht nur gegen », sondern 
auch gegen deren Teiler d relativ prim. Auf diese Weise wird die Unter- 
suchung der Zahlen der Reihe 


sämtlichen Zahlen 


(2) 0", 0" n or) 


’ 


nahegelegt. Da unter diesen Fotenzen nur diejenigen gleich ausfallen, 
deren Exponenten (mod. d) kongruent sind, wird man schließlich auf die 
Frage geführt, wie oft eine jede der Zahlen, die kleiner als die Zahl d und 
relativ prim gegen dieselbe ist, in der Reihe 


(3.) k, ) hi, ... ken) 


enthalten ist, falls man die Zahlen (3.) (mod. d) betrachtet. 
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Es seien 
MP I ... / 


ytd) 

diejenigen Zahlen, die kleiner als d und relativ prim zu d sind; dann kann 
bewiesen werden, daß eine jede dieser Zahlen unter den Zahlen (3.) genau 
IR) mal vorkommt, falls diese (mod. d)) betrachtet werden. 


p(d) 
Es sei zuerst bemerkt, daß die in den Reihen 
N ’ 
rer... rt (5) 


enthaltenen Zahlen sämtlich inkongruent mod. rn, dagegen alle Zahlen je 
einer Reihe mod. d kongruent sind. Der gewünschte Beweis wird nun er- 
bracht, indem gezeigt wird, daß jede Reihe (S;) einen Komplex von Zahlen 
y(n) 7 


y(d) 
Teiler der Zahl rn, dessen Faktoren in d nicht enthalten sind, mit d’, sodaß 


aus (3.) enthält, der aus ahlen besteht. Bezeichnet man den größten 


Nn= pr p® 223 per d', d' = p*r4 522,7 p°; (d, d)= 1 


r+1 


. .. . r . . i z , . 

ist, so können die Zahlen einer Reihe (S;) in die folgenden ,, Partial- 
ea 

reihen zerlegt werden:”) 


1+[G-Da+1la, 4+[G-Dd+2]d,...4+[j-Dd+d]d (Z) 


Da die Zahl d gegen d’ relativ prim ist, liefert jede der Partialreihen 
(>) (mod. d’) ein solches vollständiges Restsystem, dessen Zahlen zu d relativ 
prim sind, woraus folgt, daß die in (3,) enthaltenen und zu d’ relativ primen 
Zahlen und nur diese auch gegen n relativ prim sind; da eine Zahl stets und 
nur dann relativ prim zu » ist, wenn sie dieselbe Eigenschaft in bezug auf die 
Zahlen d,d besitzt. Jede der Reihen (>;,) enthält y(d') Zahlen, die relativ 
prim zu d sind; mithin enthält die Gesamtheit der Reihen ($;), also eine 


© / N . . * . u . . 
Reihe (,), genau . (d) Zahlen, die relativ prim zu n sind. Es ist jedoch 
’ (Le 


PT' +»... Per Pertl... pers 
2 


N ! e r+l Pr pr! a.—1 a EM AEe: _ Ya) 
en PT Dee BD gay 


*) Dieselbe Anordnung wurde bereits von Herrn M. Bauer in seinem Aufsatze 
„Szamelmeti tetelek“ benutzt. Vgl. Mathematikai es Physikai Lapok V. p. 104 (Math. 
und Phys. Zeitschr.) 
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Hiermit ist zugleich dargetan, daß jede primitive d-te Einheitswurzel 


in der Reihe (2.) genau "mal enthalten ist; außer diesen Zahlen ent- 
( 


hält die Reihe (2.) überhaupt keine anderen, da die Anzahl der primitiven 
d-ten Einheitswurzeln g(d) und 


ar d=4) 


ist. Es ergibt sich daher 


k-n y{n) 


yla) — od) old) 
P=N G" -D=|n @-D]", 
1i= )= 
oder wenn man die Gleichung für die primitiven d-ten Einheitswurzeln in 
der Gestalt 
PD, (x) —=() 


ansetzt, so entsteht die Formel®) 


k jn Yen 


y(n) PA _- 
P=H CE" -D=-Y2,.CHy". 


Es ist nun aus der Theorie der Kreisteilungsgleichung bekannt, dab 
Pb,(1) entweder gleich » wird, falls d=p“, oder aber gleich Eins ist, falls 
d verschiedene Primfaktoren besitzt (man vgl. z. B. Weber: Lehrbuch der 
Algebra I S. 461, Satz VII). 


*) Dieses Resultat tritt sofort in Evidenz, sobald man die Irreduktibilität der 
Kreisteilungsgleichung und den Satz voraussetzen will, nach welchem der Grad der unter- 


n 


geordneten Gattung Teiler des Grades der enthaltenden Gattung ist. Die Zahl o=1r* 
ist nämlich eine Wurzel der irreduktiblen Gleichung ®,(z)=0 vom Grade g(d), aus 


y(n) kn 
dieser Tatsache ergibt sich 77 ) als Potenz der irreduziblen Funktion ®,(«), 
61 
so dab 
yon) Y) Yin) 
II \«—r)/=|[®, (a) 
1 


wird, woraus dann wieder 
y{n) 
Pa=(— 19 [O1 
folgt. 
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Zieht man noch die folgenden Bemerkungen in Betracht: zuerst die 
Identität 
Y(n) 


A u Ai — (— 1)” b, (O)Jr-i 


und daß 


P,(0)—- = (- eD'=1 


(- +6 +(5)+ 


ist, und schließlich, daß die Zahl y(n) für n>2 stets gerade ist, so kann 
(11.) auf die folgende Form gebracht werden: 


Yin) 
(-1)? Disk. $,@P,P,.- BP PanmP 


Bi PıPaP3 — PıPapı "*"* 


— nr) P P P P 


PıPa ” PıP3 *** 7 PıPaPsPs " PıPaPaPps ***9I 


woraus der zu beweisende Satz, nämlich die Gleichung 


Y(n) 


Diskr. 2, @)=(—1) ? 


nr) 


Y(n) Yan) pn) 
py'Pı) py'P») a prPs) 


folgt, 

Auf Grund der obigen Formel kann man noch eine interessante zahlen- 
theoretische Determinante auswerten. 

Es ist nämlich 


Diskr. $D, (x) 2 l8.r3l; (a,0m0, l,...gp(n)—1) 


worin s, die k-te Potenzsumme der n-ten primitiven Einheitswurzeln bedeutet. 
Nach einem bekannten Satze ist aber 


Me IP (R) € 
E ( ” ) En k) 
a, 


wo (n, 4) den größten gemeinschaftlichen Teiler der eingeklammerten 
Zahlen bezeichnet und das Symbol &, Null ist, falls d durch eine von Eins 
verschiedene Quadratzahl teilbar ist, sollten dagegen die Primfaktoren von d 
verschieden ausfallen, so ist &, gleich +1 oder —1 zu setzen, je nachdem 
die Anzahl der Primfaktoren gerade oder ungerade ist. 
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Es ergibt sich hiermit die Determinantenrelation 


ne. 
Pia) (n,1) (5) (n, 2) 
pn) y(n) pn) 
an Nm n no ae 
ı ? I 5) 7 ke N er Ale 5) ar 


za 
en (— 1) Y(n) y(n) y(n) * 


pr'rı) per») # .pyirs) 
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Kquations difterentielles du premier ordre ayant 
des multiplieateurs de la forme 
ya ya)... ya)“. 


Par M. W. Ermakoff a Kiew. 


1. 
Preface. 


Dans letome XXIV du Recueil math@matique de Moscou M. A. N. Kor- 
kine a publig un m&moire sous le titre: „Etudes des multiplicateurs des 
equations differentielles du premier ordre“.*) 

Dans ce me&moire M. Korkine donne la solution du probl&me suivant: 

Trouver l’expression la plus generale des fonetions J/ et N entieres 
et rationnelles par rapport A y et telles que l’&quation differentielle 


Mox+NoO y=0) 
admette le multiplicateur 


ya) ya)”. yu,)®r. 


Plusieurs geometres se sont occupes de ce probl&me avant M. Korkine, 
mais ils n’en ont examine que des cas partieuliers. M. Korkine r&ussit A 
prouver qu’il etait toujours possible de resoudre le probleme A l’aide d’inte- 
grales definies. En outre il a indique les cas olı la solution ne renferme 
pas d’integrales definies. 

Tout le monde sera d’accord sur l’importance capitale de ce resultat. 
Malheureusement le m&moire de M. Aorkıne est long (il contient 220p.) et 
diffieile a lire. Il ne sera lu, je le crains, que par peu de personnes et les 
resultats si preeieux qui y sont &tablis courent le risque de passer inapercus. 


*) Ce memoire a d’abord paru en langue frangaise a St.-Petersbourg, en 1902. 
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Mais on peut modifier analyse de M. Aorkıne. 

Je constatai que les resultats etablis dans son travail pouvaient &tre 
exposes d’une maniere tres simple et en n’y eonsacrant que quelques pages. 

M. Korkıne a remarque que la solution du probleme se ramene A l’in- 
tegration d’un syst&me d’equations lindaires, olı le nombre des fonetions in- 
connues est superieur & celui des &quations. Peut-on A llaide d’op£rations 
algebriques et de differentiations, deduire de ce systeme un systeme defini 
d’equations differentielles, ol le nombre des fonctions ineonnues serait Egal 
4 celui des &quations? C'est a la solution de ce probl&me qu’est eonsaere 
le premier chapitre du memoire de M. Korkine. Le cas olı la somme des 
exposants du multiplicateur est egale & un nombre entier negatif est celwi 
qui coüta le plus de peine & M. Aorkıne. Mais cette recherche peut &tre 
considerablement simplifiee en demontrant deux theoremes generaux tres 
simples.. Le premier de ces theoremes ($ 3 du present memoire) montre 
que le probleme donne peut &tre remplac& par un probleme analogue, oü 
un certain nombre des exposants sont augmentes de nombres entiers. Le 
second theoreme ($ 5) montre que la solution la plus generale du probleme 
renferme une fonction arbitraire et un nombre fini de constantes arbitraires. 
Une fois ces theoremes demontres, les formules eompliqudes du premier 
chapitre deviennent inutiles. Dans les deux autres chapitres de son travail 
M. Korkine montre comment la solution eomplete du probleme peut &tre exprimde 
au moyen d’integrales definies. Ce n’est qu’ä laide de nombreuses transfor- 
mations qu’on r&ussit ä obtenir des integrales ayant une valeur finie. Or cestrans- 
formations decoulent tres simplement des theor&mes dont nous venons de parler. 

J’ose croire que jai reussi A exposer les r&sultats preeieux dus A 
M. Korkıne sous une forme simple et claire et j’espere que la solution de 
son probleme ainsi simplifi&e pourra trouver sa place dans les traites des 
equations differentielles. 


2. 


lEinonce du probleme et theoreme fondamental. 


Soient J/ et N deux fonctions algebriques entieres par rapport A la 
variable , ou deux polynömes en %, les coefficients de ces polynömes 
etant des fonctions de la variable x. L’objet de notre travail est la solution 
du probleme suivant: 
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Trouver l’expression la plus generale des fonctions M et N telles 
que l’equation differentielle 


(1.) Mox+Noy=0 
admette le multiplicateur 
(2.) R=(y—u)"(y—u,)® ... (y—u,)r, 


les exposants @,,@,,...«, e&tant des constantes et 2, 24,... , des fonetions 
de la variable . 


Les fonctions M/, N doivent verifier, comme on sait, l’&quation suivante 


re ON OlogR oOM 
(3) r 


i O log R 
= N " +M 


oy 


Ox 


En remplacant /? par son expression (2.), l’&quation (3.) prend la 
forme 
(4) ON oM_ S «(M+ Nu) 


02 0 dy  y—u 


Cette Equation doit &tre verifide quelle que soit la valeur de y. 
Faisons y=,. Le second membre de (4.) ne devenant pas infini pour y= ı,, 
le polynöme Y(y)+ N(y) u, doit &tre divisible par y—u,. D’oü 

(9.) M(uw)+ N (u)wW=0 (e=1,2,...0) 
On en tire la conelusion suivante, 

Si l’expression (2.) est un multiplicateur de l’&quation differentielle 

(1.), U, 2, ... 7, sont des integrales particulitres de cette &quation. 


>. 


Procede permettant daugmenter les exposants du multiplicateur. 


Introduisons les notations suivantes: 


(6.) Fy)=(y-u) (y- 1) ..(y—u,), 

(7 ’ ’ di + 

(7.) NW): 
ie (;+1)ui 

(8.) Nr), 


Supposons que nous ayons trouve& la solution la plus generale du 
probleme enonc& dans le $ 2 et soit (2.) un multiplicateur de l’&quation (1.). 
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Je dis qwon peut former une &quation tres simple dont le multiplieateur 
soit aussi egal & (2.). Soit » une fonetion arbitraire de la variable «. 
Considerons V’equation differentielle suivante 


dw FWRa!\=0. 


lin divisant par Zt, elle prend la forme 
9.) FW BQ}öctr F)öy=0. 


Cette equation admet le multiplicateur (2.). Retranchons maintenant l’@quation 
(9.) de l'e&quation (1.); il viendra 


)» 


(10.) INW-F@W;,; + RE dc+HNW-rF@)}öy=d. 


q 


L’equation differentielle ainsi obtenue admet aussi le multiplieateur (2.). 
Or on peut choisir » de telle facon que la fonetion qui multiplie © y 
dans (10.) devienne divisible par y—.,. Il suffit pour cela de faire 


A.) = = \ 
(We, 

Observons maintenant qu’en vertu du theoreme du $ 2 la fonction 
y=u, est une integrale partieuliere de l’&quation (10.), et comme la fonetion 
qui multiplie Oy est divisible par y— ”,, il en est de m&me de la fonetion 
qui multiplie 0x dans (10.). Si done on remplace v par l’expression (11.), 
l’equation differentielle (10.) sera divisible par y—ıw,. Posons 


M—EQ) SE +oF,Q) a 
(12.) M(y)= 0% _ N(y) N(y)—vF (y) 


y—u, Yu, 


les fonetions ainsi definies sont entieres par rapport A y. Il en r&sulte que 
l’equation differentielle 


(13.) Myox+N(yoy=0 
admet le multiplicateur 
(14.) Yy-u)Ry)=y-u) Yu)... y u). 


Done, si l’on connait la solution generale du probl&me initial; on peut 
trouver la solution generale d’un probleme analogue oü le facteur d’inte- 
grabilit€E est donne par la formule (14.). 
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Nos formules ne s’appliquent plus dans le cas (et dans ce cas seule- 
ment) ou «=—1. En effet, on aurait alors, en vertu de la formule (7.), 
F,@w)=0, et la fonetion » donnde par la formule (11.) cesserait d’ötre finie. 

Reeiproquement, si l’on eonnait la solution generale du second probleme, 
on peut en deduire facilement celle du premier. Les @quations (12.) donnent 
en effet 


sc r 
| UW=W-WMW+HF@WS- RG), 


15.) 
|nW=y-WNW+rRQ). 


En portant ces valeurs dans l’&quation (1.), on aura la solution gene- 
rale du premier probleme. Il est & remarquer que dans les formules (15.) 
la fonetion » est une fonetion arbitraire de la variable «. 

On voit done que l’etude de notre probl&me peut toujours &tre ramende 
ä celle d’un probleme analogue oü Yun des exposants du multiplicateur est 
augmente d’une unite. Tout exposant peut &tre augmente d’une unite, sauf 
ceux qui sont egaux A —1. 

En appliquant ce proc&de plusieurs fois de suite, on ramenera notre 
probleme a un probleme analogue, ol les exposants du multiplieateur sont 
augmentes de nombres entiers. Toutefois la precaution suivante doit &tre 
prise: 7 faut qwaucun des exposants entiers et neyatifs ne devienne nul 
ou posılf. 

En resume, la solution de notre probl&me peut &tre deduite de celle 
du probleme suivant: 


Trourer la forme generale de Tequation differentielle 
4 


(16.) Mor +N(W)ey=V0 


admettant le multiplicateur 


(17.) RW)=y- ut" y uw) ..y—u)Rt"n, 


OU 2, My,...m, sont des nombres entiers et positifs. Montrons comment 
la solution generale du dernier probleme peut 6tre deduite de celle du 
probleme initial et r&eiproquement. 

Supposons que le probleme initial soit r&solu et que nous sachions 
former lY’equation differentielle la plus generale (1.) admettant le facteur 
donne (2.). 
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Considerons l’Equation differentielle suivante: 


AIF@)RQ)p@y)} =0 


ou p(y) est une fonction entiere de la variable y, A coefficients indeter- 
mines; le degr& de cette fonetion sera determine plus loin. En divisant par 
Rt (y) notre @quation deviendra 


(18.) (FEP — F,p) dx+ (P° "+ Kay 


Cette equation admet le FINE (2.). Retranchons l'equation 
(18.) de (1.); on aura 


(19)  (M-F@P+ Ep) d«4 -(N-FS By 0. 


Cette derniere &quation admet aussi le multiplieateur (2.). Essayons de 
determiner les coefficients du polynöme » (y) de telle maniere que l’expression 


(20.) NW-FWER- pa) 
soit divisible par 
(21.) ya)" y- 1)". y—u)"r 


Nous obtiendrons ainsi m, + m, +++ m, &quations algebriques line- 
aires par rapport aux coefficients de la fonetion p(y); il en r&sulte que le 
degr& de p(y) peut ötre suppose Egal A m, +m,+--+m,—1. Les &qua- 
tions algebriques lineaires que nous venons d’introduire sont faciles A former. 
Mais une question se pose: ces &quations admettent-elles une solution finie ? 
Si l’on essayait de traiter cette question dans le cas general, on arriverait 
& des formules compliquees. Mais le proc&de que nous venons d’indiquer 
et qui permet d’augmenter d’une unitE un exposant du multiplicateur montre 
bien que la restrietion imposde plus haut est la condition necessaire et suffi- 
sante pour que la solution soit finie. Il faut et il suffit qu’aucun des expo- 
sants entiers et negatifs ne devienne nul ou positif. 

En choisissant les coeffieients de la fonetion p(y) de telle maniere que 
la fonetion (20.) admette le multiplicateur (21.), il sera facile de montrer 
que l’equation (19.) admet aussi le multiplicateur (21.). On posera alors 
M— Fo + Rp N FR — Fp 


22.) M,= a dr | 
( ) nt wu m (y— u. "2%. .(y— un)" ’ er (y—u, m (y—u, ps. .(y—u,)"n 
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Les fonetions M, et N, ainsi definies seront entieres par rapport & y. 
Ein portant les expressions trouvees (22.) dans l’e&quation (16.), nous obtien- 
drons la forme la plus generale de l’&quation differentielle admettant le 
multiplieateur (17.). 

Supposons maintenant, r&eiproquement, que nous connaissions la so- 
lution generale du dernier probleme; montrons comment on pourrait en 
deduire la solution generale du probleme initial. 

Nous savons par hypothese determiner la forme la plus generale de 
l’equation differentielle (16.) telle que son multiplicateur soit egal & (17.). 
les equations (22.) donnent alors 


M=F 2 - K,p+ MM (y— uw)" (y— uw)" ..(y— u)", 
(23.) Br 





: ‚Op . 
N=FÖP + EP+N Wu. 


En portant les expressions trouvees dans l’&quation (1.) nous obtien- 
drons la solution la plus generale du probleme initial. Il est & remarquer 
que dans les formules (23.) les coeffiecients de la fonetion p(y) sont des 
fonetions arbitraires de la variable «. 


4. 
Solution du probleme dans le cas oü tous les exposants du multiplicateur 
sont des nombres entiers negatıfs. 
Supposons que l’equation differentielle (1.) admette un multiplicateur 


de la forme (2.), les exposants «,, «,... «, &tant des nombres entiers negatifs. 
L’integrale complete de l’equation (1.) S’exprime de la maniere suivante 


/R (Y) N (y) Oy Ez f&) en > 


La fonetion sous le signe / etant une fonction rationnelle, l’integrale s’ex- 


prime, comme on sait, par une fonction rationnelle et par un certain nombre 
de logarithmes.. On aura done 


FR) )+=zAloeg(y-u)=Ü. 


Dans cette &quation la fonction A(y) est une fonetion algebrique entiere 
arbitraire par rapport & la variable y, mais les coefficients de 9(y) sont 
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des fonetions arbitraires de la variable x. La fonction F(y) est donnee par 
la formule (6.). 
Puisque la derivee du premier membre par rapport ä « ne doit pas 
eontenir des logarithmes, les coefficients A,, A,,... A, sont des constantes. 
En differentiant et en divisant par /t(y), on aura 


‚00 Y A;u'. " ‚00 y A; n 
F-—--R0-R">3_— arz (H FIRE Jo: 0, 
( ox R yu + a, ? ‚Ir yu; J 
les fonetions F,(y) et F,(y) etant donndes par les formules (7.) et (8.). 
Voilä comment s’exprime la solution generale de notre probl&me; 
elle eontient une fonetion arbitraire et des eonstantes arbitraires A,, A,, ... A 


n*® 


D. 
Probleme fondamental de Korkıne. 


Notre probleme consiste, comme nous l’avons dit, & trouver la forme 
generale d’une Equation differentielle (1.) admettant le multiplicateur (2.). 

Sans donner la solution generale de ce probleme on peut former une 
equation differentielle renfermant une fonetion arbitraire et telle que son 
multiplicateur soit egal & (2.). 

Soit #(y) un polynöme en y, les eoeffieients de ce polynöme £tant 
des fonctions arbitraires de la variable ©. Considerons l’Equation differentielle 
suivante: 


A\FWW)RaW6()|=0. 
En divisant par R(y), on la ramenera A la forme:; 


‚00 : r ‚00 a 
(24.) Fa, EN or+F,, + mMöy=0, 


les fonetions F(y), F,(y), F.(y) etant donne&es par les formules (6.), (7.) et (8.). 

L’equation (24.) admet le multiplicateur (2.). Il est @vident que cette 
equation n’est pas la solution la plus generale quwil s’agit de trouver, mais 
on pourra s’en servir pour simplifier le probleme. Retranchons l’Equation 
(24.) de (1.); l’&quation nouvelle ainsi obtenue admettra encore le multi- 
plicateur (2... Mais on peut choisir la fonetion arbitraire #(y) de maniere 
a abaisser le degr&@ de la fonetion qui multiplie Oy et le rendre au plus 
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egal an —2. Supposons en effet que le degr& de N (y) soit egalän—1-+m, 
le nombre m etant positif ou nul. On aura done 


N (y) . Go ze + qı . Ai + 2 


Prenons pour #(y) un polynöme de degre m et soit 
IN) y"try"te: 


En retranchant l’&quation (24.) de (1.), on abaissera le degre de 

N (y), si Von fait 
Io 
Vz tmHt n" 

Le procede ne s’applique pas, si FZa+m-+n=0, cas exceptionnel 
qui se presente lorsque la somme des exposants du multiplieateur est un 
nombre entier negatif ou nul. On pourra l’Eviter de la maniere suivante. 

Observons d’abord qu’on peut faire abstraction du cas considere dans 
le $ 4 oüı tous les exposants du multiplicateur sont des nombres entiers 
negatifs. On pourra par consequent, d’apres ce que nous avons dit au $ 3, 
ramener notre probleme A un probl&me analogue dans lequel les exposants 
qui ne sont pas des nombres entiers negatifs sont augmentes de nombres 
entiers queleconques. Le cas exceptionnel deviendra un cas ordinaire. 

Nous pouvons nous borner par consdquent & considerer l’&quation 
differentielle dans laquelle le degre de N(y) est egal a n—2. En vertu de 
l’equation (4.), le degre de M(y) est alors egal a n—1. Si cette condition 
est remplie, nous donnerons & notre probleme le nom de probleme fonda- 
mental de Korkine. 

Montrons & quoi se rame&ne la solution du probleme fondamental de 
Korkine, Soient 


(25.) MW)=py"+pyV ++ Pan 
(26.) NY) Trtrnyl tert: 


Le probleme revient & determiner les coeffieients Pu, Pız *+* Pazıs 
dos Ts: An. en fonetion de x de telle maniere que l’equation differentielle 
(1.) admette le multiplicateur (2.). 

Nous tirerons d’abord des @quations (5.) les valeurs des coefficients 
Pos Pıy +: Pu, en fonetion lineaire de 9, 91, +. %n-2. En portant ces valeurs 
dans l’&quation (4.) et en &galant les coefficients des m&mes puissances 





re ur ee 























Ermakoff, Equations differentielles du premier ordre. 65 


de y,) nous obtiendrons un systeme de (n—1) &quations differentielles 
lineaires du premier ordre par rapport aux fonctions ineonnues Yu, Qıy +++ Ina: 
Nous appellerons equations differentielles de Korkine le systeme de ces 
equations lineaires. Le but de nos recherches ulterieures est de faire voir 
que les equations differentielles de AKorkıine peuvent &tre integrees sous forme 
finie & l’aide d’integrales definies. Bornons-nous pour le moment A faire 
remarquer que les integrales contiendront n— 1 constantes arbitraires. On 
en tire la consequence süivante: 

Supposons que nous ayons resolu le probleme fondamental de Aorkıne. 
Pour resoudre le probleme le plus general il faut ajouter A l’&quation diffe- 
rentielle trouvee l’equation differentielle (24.) oü 9(y) est un polynöme en 
d’un degr& arbitraire, les coefficients de ce polynöme etant des fonetions 
arbitraires de la variable ©. Par consequent: 

La solution la plus generale du probleme renferme une fonction arbı- 


traıre et un nombre fint de constantes arbitraires. 


6. 
Integration des equations differentielles de Korkine dans le cas ou Fun 
des exposanls du multiplicateur est un nombre enter negatıf. 


Si Vequation. differentielle (1.) admet le multiplicateur (2.), V’integrale 
complete de cette &quation peut @tre mise sous la forme 


(27.) [RWNWöy+f@)=e. 


Supposons que lun des exposants du multiplieateur (2.) soit un 
nombre entier negatif, ,=— m. Dans ce cas la fonetion sous le signe 
dans (27.) peut @tre mise sous la forme 


r Pr Im Bu L, In 
I (Y) A (y) de (y—u,)" r (y- u) "1 F Ei % (y—u,) Tr (y), 


la fonetion F(y) ne devenant pas infinie pour y=v,. Il vient alors en 
integrant 


M-+ Nu! 
*) [I ne faut pas oublier que — — est une lonction entiere de la variable y. 
Yu 
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[ R Y)N(y)oy= 
a er L Br 
3 Bas. 2.22 2 und > FREENET ASUS eencc.o ... > > BACH ERNERRTES ARRA ER" N 
/ 7 (y) C Y (m .— 1) y—u)"7! (m —2) (y— u"? + L, log (Y U,). 

La derivee de cette foncetion par rapport A la variable x ne doit pas 
contenir des logarithmes, puisqu’elle est &gale A Ay) My)—f (x). Le coeffi- 
cient L, doit done ätre egal & une constante. Pour trouver la valeur de /,, 
il faut prendre la derivee d’ordre (m—1) de (y — u,” R(y) N (y) par rapport 
a y, faire y=vw, et diviser le resultat par 1-2-..(m—1). 

On aura ainsi l’equation suivante: 


OQ N a m 7 
(28.) ZI" RG) NN, An 


[ 


A, etant une constante arbitraire. 

En remplagant dans l’&quation (28.) N(y) par son expression (26.), 
on obtiendra une integrale des &quations differentielles de Aorkıne.*) On 
peut en trouver autant quil y a d’exposants entiers et negatifs dans (2.). 


1. 


Recherche d’un systeme complet d’integrales des equations 
differentielles de Korkıne. 


Soient @,,&,... @, ceux des exposants du multiplicateur qui ne sont 
pas des nombres entiers negatifs. 

En appliquant le proc&de indique dans le $ 3 nous pouvons ramener 
notre probleme aA un probleme analogue, ol les exposants «,,@,,... eo, sont 
augmentes de nombres entiers positifs. 

Il en resulte que les exposants «,, @,,... @, peuvent &tre rendus posi- 
tifs s’ils sont reels, et sils sont imaginaires on pourra rendre positives leurs 
parties reelles. Supposons que l’equation differentielle (1.) admette le multi- 
plieateur (2.). Son integrale complete pourra @tre mise sous la forme 


(29.) f eg, 


*) Il pourrait arriver que le premier membre de (28.) devienne identiquement 


nul quelles que soient les valeurs de 9,,9,,--- 9n—a. Mais ce cas ne saurait se presenter 
si m<{n; on pourra l’eviter par consequent en augmentant l’exposant «;. 
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Pour s’en assurer, il suffit de differentier cette derniere dquation; en 
tenant eompte de l’@quation (3.) on obtiendra en divisant par A(y), l’equa- 
tion differentielle (1.). 

D’autre part il a ete etabli dans le $ 2 que ,2%,..., sont des 
integrales partieulieres de l’equation differentielle (1.), on doit avoir par 
consequent 


(30.) [" RWNGW)öy=A,, PER 


les quantites A, etant des constantes arbitraires. Si les parties r&elles des 
eXposants @,,%,...@, sont positives, les integrales definies (30.) ont une 
valeur finie. 

En remplacant dans les &quations (30.) N(y) par sa valeur (26.), 
on obtiendra des integrales des &quations difterentielles de Aorkıne., 

On ne saurait obtenir de cette maniere toutes les int@egrales des 
equations differentielles de Aorkıne. Il n’est pas permis de faire dans l’Equa- 
tion (29.) y=Uyıı, Ua + U, car nos integrales cesseraient d’ötre finies. 
Mais les exposants @,41, %.42, ».. @, €tant des nombres entiers negatifs on 
obtiendra les autres integrales & l’aide du procede indique dans le $ 6: 


J—a,—1 


Er Fa + | m 
31.) an URWNG) Ar 0memernn 


=—ı 


En remplacant dans les &quations (30.) et (31.) la fonetion \(y) par son 
expression (26.), nous obtiendrons un systeme complet d’integrales des equa- 
tions differentielles de Korkıne. 

Remplacons dans les &quations (D.), (30.) et (31.) les fonetions M(y) 
et N(y) par leurs valeurs (25.) et (26.); tirons de ces &quations les valeurs 
de Pos Pıs + Pay For Jıs ++ m; portons les expressions ainsi trouvedes dans 
les formules (25.) et (26.); nous obtiendrons alors une solution complete 
du probl&me fondamental de Korkıne. De la solution ainsi trouvee on 
pourra deduire celle du probleme general en appliquant le proc&de indique 
dans le $5. 

Nous avons termine notre recherche. Il nous reste a indiquer les 
cas oü la solution ne renferme pas d’integrales definies. 

Supposons que tous les exposants soient des nombres entiers, positifs 
ou negatifs. Les fonctions sous le signe / ‘&tant des fonetions rationnelles, 


y* 
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les integrales (30.) s’expriment au moyen de fonetions algebriques et de 
logarithmes. On en tire la conclusion suivante: 

La solution du probleme de Korkine ne contient pas d’integrales defintes, 
st tous les exposants du multipheateur sont des nombres entiers, positifs 
ou negatıfs. 

Supposons maintenant «ue tous les exposants, sauf un seul («,, par 
ex.) soient des nombres entiers positifs. Nous aurons alors sous le signe 
/ dans 30.) le produit d’une fonetion algebrique entiere par (y— ,)”. Une 
integrale de cette forme s’exprime aussi par une fonction entiere multipliee 
par (y— u)”. 

D’ot la eonelusion suivante: 

La solution du probleme de Korkine ne contient p4S dintegrales definıes, 
st tous les ewposants du multipheateur, sauf un, sont des nombres entiers 
positfS. 

On peut indiquer d’autres cas ol les integrations peuvent &tre 
effeetuees. 

Supposons que Yun des exposants («,, par ex.) soit un nombre 
fraetionnaire, =", tous les autres exposants dtant des nombres entiers, 
positifs ou negatifs. On aura encore des integrales de fonetions rationnelles 
en posant y— u, =", 

Supposons maintenant qu’on ait deux exposants fractionnaires «, et 
o, ayant un m&eme denominateur —2, tous les autres exposants &tant des 
nombres entiers, positifs ou negatifs. On aura des integrales de fonetions 
rationnelles en posant y-m=r(y— 1). 


8. 
Appendice au Ss 


On a montre au $ 3 que la solution de notre probleme peut &tre 
deduite de celle d’un probleme analogue ol les exposants du multiplicateur 
sont augmentes de certains nombres positifs, mais le resultat final que nous 
avons obtenu n’a pas e&t@E mis sous la forme la plus simple. Nous avons 
montre que la solution generale du probleme initial s’obtient en ajoutant 
4 lVequation (18.) lVequation differentielle (16.) multipliee par un certain 
facteur, Mais l’&quation differentielle (16.) renferme dans le cas general 





en ne 
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une fonction entiere de degre arbitraire A coeffieients arbitraires; d’autre part 
l’equation (18.) renferme aussi une fonetion entiere p(y) de degre donnd A 
coeffieients arbitraires. Il semblerait done que la solution generale du 
probleme initial doive renfermer deux fonetions ayant des coefficients arbi- 
traires. Montrons que ces deux fonctions entrent toujours de telle facon 
qwon peut les remplacer par une seule fonetion arbitraire. 

Le probleme initial s’enonce ainsi: 

Trouver la forme la plus generale de l’&quation differentielle 


(1.) My) 0c+ N (y) oy=0 
admettant le multiplicateur 
(2, Roy)" yon)". (yen)". 


Nous avons vu que la solution de ce probleme peut @tre deduite de celle 
du probleme suivant: 


Trouver la forme la plus generale de l’equation differentielle 


(16.) M(y)ea+N,(y)ey=0 
admettant le multiplicateur 
(17.) 4 (Y) = (y — u,)”* - (y E= u, rn Ba (y — U, er + 


OU mM, My... m, sont des nombres entiers positifs. 

Supposons que la solution fondamentale du second probleme soit 
donnee par l’e&quation (16.). Pour avoir la solution la plus generale il faut, 
comme nous l’avons etabli au $ 5, ajouter & l’&quation (16.) la suivante: 


rn 


fr ‚00 A) on „O0 . A, 2 ' 
(32.) (1 3, Re)or+(l 3, + Fı)öy=0, 
ou #(y) est un polynöme de degre arbitraire A coefficients arbitraires. Quant 
aux fonetions F,(y) et F,(y), elles sont definies au moyen des formules 
; ' ‚a; +m;,+] 5 / (;+m;+1)w 
FW= FE Ry)=Fy)3 


n 0 Ä i n R,(y) i 
En multipliant la somme des &quations (16.) et (32.) par ro et en ajoutant 
t(y) 
a V’equation: 


/ ‚op ' E Op» ' . 
(18.) Fa Bmört@ + Fp)öy 0, 











10 Ermakoff, Fquations differentielle du premier ordre. 


nous obtiendrons, comme nous l'avons montre au $ 3, la solution la plus 
generale du probleme initial. 


Mais il est facile de montrer qu’en multipliant l’&quation (32.) par 
R( . r u u : k | 
a et en ajoutant le produit ainsi obtenu A l’equation (18.), on obtient 
\J) 


l’equation suivante: 


‚0, 


O&X 


00 


(33.) (A 3, 


- F,0,)8c+ (Fa + F6)Oy=0, 


ou 
R,(. 
u)=rly)+ Be Ay). 


On en tire la conelusion suivante: 
R,(y) 
R(y) 
solution fondamentale du second probl&me et si l’on ajoute le produit ainsi 
obtenu A l’equation (33.), ol 4,(y) est un polynöme de degre arbitraire et 
a coeffieients arbitraires, on obtiendra la solution la plus generale du pro- 


Si l’on multiplie par l’equation differentielle representant la 


bleme initial. 


Il se confirme done de nouveau que la solution du probleme general 
renferme une seule fonetion arbitraire et un nombre fini de constantes 
arbitraires. 

Mais pour que la solution du probleme initial obtenue par cette 
methode soit bien la solution la plus generale et non une solution parti- 
euliere, il est necessaire, ne l’oublions pas, qu’aucun des exposants entiers | 
et negatifs du multiplicateur (2.) ne devienne nul ou positif (comp. le $ 3). 


9. 
Le multipleateur (y-u)*. 


Considerons le cas le plus simple oü l'on demande de trouver la 
forme la plus generale d’une equation du premier ordre admettant le multi- 
plicateur (y—u)*. 





Pour resoudre ce probleme il faut, d’apres ce que nous avons dit 
au $ 5, former l’e&quation differentielle 


(34.) AYy-W Ay). 
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En divisant par (y— wu)”, on obtiendra l’@quation cherchee 
935 00 Im Aa. 06 9; ' 
( 5.) Ky-u) 5. («+ 1) “ 9 O4 7 (y-u) 5, + (« + 1) N o0oy= ( ) 


ot #(y) est un polynöme de degre arbitraire et A ceoefficients arbitraires. 

Dans le cas oü « est un nombre entier negatif, la solution trouvee 
ne serait pas la solution la plus generale. Il faudrait alors, comme nous 
l’avons montre au $ 4, remplacer l’&quation (34.) par la suivante: 


dy- 1)® H9(y)+ A log (y- e)) —=(), 


En divisant par (y—.)’, on obtiendra l’&quation cherchee 
Ky-u)5,— (+ 1)W0- Au ya) löa 
b or e 
30 Ä . 
+ (y —_ u), Be (@ +1)6+ Aly-uyoy=d, 


A etant une constante arbitraire, 


10. 
Le multipleateur (y-u)’ (y-v)”. 


Traitons maintenant le probleme suivant: 

Trouver la forme la plus generale d’une &quation differentielle du 
premier ordre admettant le multiplieateur (y—)” (y—v)”. 

Supposons que les parties reelles des exposants « et / soient posi- 
tives. Commencons par resoudre le probleme fondamental de Aorkıne. 
L’equation differentielle cherchee sera de la forme 


(36.) (py+p)or+g0y=d. 


Le probleme fondamental se ramene done & la recherche des trois 
fonetions p,pı et 9. On a, en vertu des &quations (D.), 
Pu +P v—=( 
(37.) | purptqQ 
| pv+Pp -+ 7 v -(), 


Et d’apres le $ 7, le coeffiecient g est donne par l’equation 
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v 
(38.) a Wu y-Päy=C. 
2 
En posant y=u+z(v—u), il vient 
xv EN x 1 : 

/ yo yrPäy=lw-u)trt f 2°(@-102. 

u m 
Lintegrale definie du second membre est une constante. Nous aurons done 
pour 4 une expression de la forme 


g= —- Alhd—u)P-!, 


En portant cette valeur dans les @quations (37.), on en tire les valeurs de 
p et de p, 


p = AL WFT u), 
p=AW- u) —vu). 


Reste a porter les valeurs trouvees de p, p, et q dans l’equation 
(36.), ee qui donne 


39) Aa yn)ör— u y-r)öa+w-n)oyl=0. 


Telle est la solution du probleme fondamental. Pour avoir la solution 
la plus generale il faut ajouter A l’equation (39.) V’equation (24.), oü 
F=(y-u) (y-v), 

(40.) FR =(e+1)(y-r)+(P+l)(y-u), 
F,=(e +1) u (y—r)+ (+ De ly—u). 





Un fait digne de remarque c’est que la solution ainsi trouvee reste 
vraie dans tous les cas, a l’exception des deux suivants: 1. celui oü les 
exposants « et 5 sont des nombres entiers negatifs, 2. celui ou «+P est 
egal A un nombre entier negatif. Le premier de ces cas a te traite dans 
le $4. Occeupons-nous maintenant du second. 

On demande de trouver la forme la plus generale de l’equation dıffe- 
rentielle du premmer ordre admettant le multiplieateur (y-u)’ (y-v)""*, 
m etant un nombre entier positf. 

Pour resoudre ce probleme, formons d’abord une @quation differentielle 
admettant le facteur (y—ı)*(y—v)'". La plus simple parmi ces &quations 
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est celle qui represente la solution fondamentale: 
ART w(y-u) oa —u(y-v)or+(u-r)oy)=0. 


En multipliant cette &quation par (y—v)”*' et en ajoutant A l’&qua- 
tion (33.), dans laquelle on a remplace F, F, et F, par leurs expressions 
(40.), ou ?=—m-a, on obtiendra, en vertu du $ 8, l’&quation differentielle 
la plus generale admettant le multiplieateur (y—ı)" (y-v)"—*, 

J’ai termine l’etude du probleme de M. Korkıne et j’espere l’avoir fait 
d’une maniere suffisamment complete. 
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Sur quelques applications des series ordonndes 
suivant les puissances du sinus. 


Par M. F. G@omes Teixeira & Porto. 


1. Soit /(«) une fonetion holomorphe dans lVaire limitee par celle 
des ovales representes par l’equation |sinz|=c, ot s=u,+iy, et e<1, 
qui a le centre & Voorigine des coordonnees. Nous avons demontre dans 
un travail publie au tome OXVI, p. 14, de ce journal, que la fonetion /(«) 
peut &tre developpee en serie ordonnee suivant les puissances de sinz au 





moyen de la formule 
(1.) f&)= 2A, sin” x, 
n—) 
ou 
A,= (0), 
4, FO) HS RO) + +8 FO0) 
a a 0 
Pen) Hall, FOrD(O)+ ale f"(O) 
Bi (2n +1)! . 


SP representant la somme des produits distinets des nombres 


2,2,6,...(2n—2), 


pris m A m, et s%,, la somme des produits distinets des nombres 





{, 3, 5, ala (2 m. 1)), 
pris aussi m & m. 
Nous allons dans ce travail faire application de cette formule & la 
determination de quelques integrales definies partieulieres et & la demon- 














r Y * . r f} . f} * . . 
Teiweira, sur les series ordonnees suivant les puissances du sinus. 


stration de quelques relations entre les nombres de Dernoulli et entre les 
nombres d’Euler, qui, suivant nous le eroyons, n’ont pas encore &te 
remarquees. 


wi 


I. 
Sur quelques integrales definıes. 


2. On sait que, si la fonetion /(x) est developpable en serie de la 
forme (1.), on a 
f(z ) cos 2 dz 
. E = sim [ 


sin"t+t1z l, ’ 


le eontour de lintegration etant une eirconferenee de rayon egal Aa 7, 
ayant le centre & llorigine des eoordonnees, telle que la fonetion consideree 
soit holomorphe dans l’aire quelle limite. 


En posant dans cette &galite 


m | „io 
u € , 
on trouve 
[" fe) cos(Bei? )e'” dd Pa 2 A m 7T 
sin”+1( Ye”) B ? 
0 
t par consequent 


en flBe't)cos(de)sin"+!(Bei)ei?dO Er Amre 
/ [e 23sinO __ 2cos2(ßcosd) + e” 23sin " m+1 2m + 18 ' 


0 


En supposant maintenant que /(0), f(0), f(0),... sont des quantites 
reelles et en posant 


F(i6) = f(Pe'”) cos (Be) sin" (Be)e”, 
on trouve 


en [FG6)— F(—i0))d0 = 
[e? 3sino__I cos 2(Pcos 6) + e-?7 sin Om an 


[FG6) + F(—i0)]d0 
x le 


23sind__ ) c0s2 (Bcos 0) + e?3 sin o]en+ 1 


_ FO) HS FD) + + SE FO)] 7 


(2n)!2 zn 8 


10* 
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# [FG@0)+ F(—i0)]d0 
[e?? sine —_ 2 c082(#c0s0) te 2A sin o]?n+2 


re 0) +, (0) ++ sl, FO] 
Ku (am + 12 | 








On peut eerire ces Egalites symboliguement de la maniere suivante: 


—2c082(Bcos0) + e=?F sine n+ı 


_ FON HFILO) +4]. [f?O)+@R—2)’], r 


e [F(iO) + FC-i0)]d0 
[e??sin 0 


0) 


(Zn)! 2% i B° 
2a [F(i0) + F—i0)]d0 
/ [e?? sine — #i_ ) cos 2(Pcos 6)-+e- Pain 012042 


_ FOLIO HIIPO) +3]... [OD +@R— N], nr 
En + tr P 
3. Nous allons considerer maintenant quelques cas particuliers. 


Soit premierement 


[= 


cosz " 
On a 
) © 1.3...(2s—1)... 
—1 N sin” x 
COSKX + Zn e...:9 ’ 


et, par consequent, 





ou, en posant <= Pe", 


2 ; sintl(de='t)edO 1.3.. .(2n—1)r 
/ [e?? sine — 2cos2(ßcos0) + e- 2#sin ojntı +1,2,4.. ‚np? 


0 


‚27a sin” (Be='9) ei0 AO 
2 / [e®: sin m Icos? «) (B cos0) + e—2B sin on 


0 


—0. 


Si l’on remarque maintenant qu’on a 
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„—PAsin®. ‚sind 


e? sind + er sın d { 


sin (9 e”")— sin (P cos 6) > +1cos (ß eos 0)‘ - 
| _ 5 
a 5 Tue FR > 08 > (PB cos 6) + e 23 u; (C08 Mi) + N sin 0), 


ou 


e-P sind __ ePsin 0 


w=arc tang cot (9 608 0), 
€ 


»— sind + eP sin o 
on peut encore £erire 


ze cos[d +(2n + 1)w]| + sin + 2 +1)w]d0 1.3...2n—1) 


2n+1 In ‚ın ! J I 
m [e?? sin 0__ eos? (3cos 0) + e?F sin 0] 2 
et par consequent 
AR cos[d + (2n+1)w]dH 1.3...(2n—1) nn 
ES ea 2n-+1 A In, n! { 3 ’ 
Me [e?#sin 0—2c0s2(Bcos 0) + e—23 sin 0) 2 | 
e sin[d +(2r+1)w]dO 0 
R 2n+l1 n Z 
Mm [e?? sin P — 2 cos(Bcos 0) + e-?? sin de 2 


On trouve de la m@äme maniere 


an cos(d +2nw)dd _Q 
/ [e?#sin 0— 20032 (8cos 0) + e-?P sin op ES 
0 

er sin(d+2nw)dd _ 0 
z [e?? sind__9 cos2 (cos 0) + e?? sin ei u a 


0 


4. Considerons maintenant la fonetion 


fa”. 


On a vu, dans le travail pr&ce&demment rapporte, que le developpement de 





x* en serie ordonnee suivant les puissances de sinz est donne par la formule 
a 


on . 9 FT 
a* = sin” x [1 + 5 


in ?(n—k) . 
Pe sın A ] . 
n—=k+1 (2k -+ 1)(2% + 2) 


Nous avons done 


ne en Sr = 
sintz2 7° (2k+1)(2%+2)... 20’ 


fe cos2dz 0 


sin?" z 


« 





$ 
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Mais 


f= k 6082 dz _ 1f z’k-1dz 
ö sin"z m z sinm—1z" 


$ 


Done 
»2?k—1dJ2 


2in 
/ sin®z “ 2k(2k+1)(2k +2)... 2n— 1)’ 


Ss 
[ zik—ldz ar 0 


sin”! 


sm 


« 
S 


En posant maintenant =/}e” et en employant ensuite une analyse 
semblable ä celle qu’on a appliqude au cas consider& dans le n° pr&cedent, 
on trouve les resultats suivants: 





2 c082 2(k0-+-n 100) dd i S3, er. 7E 
/ [e?#sin® —_ 2c0s2(3cos0) + e- 27 sin On gan-ı .2k(2k +1)... (2n—1) gr 
ar sin2(kO+nw)dd N‘ 

/ [e? 2Asind__9 cos‘ 2(8 COS 0) + e=?#sin 0]n > 
0 
AR .cos[240 -+(2r—1)w]dO 
r— a0, 
r [e?sin® — 20082 (Bcos0) + e=?# sin] 2 
er sin[249 +(2n— 1)o]d0 BR‘ 
EEE Pa e. x 1 EREN? ° 


0 [e?? sine —_ 2c0s2(Bcos0)-+ e” ano]. 
Il convient de remarquer le cas partieulier ou k=1. On a alors 


Sr =2°.42,6°..(2n—2), 
et, par consequent, 


2@n—ı)! P°' 





= c0s2(0 + nw)dO _ [aD ® 
/ [e?# sine — —)cos? 2 (8c0s0) + e=?? sin o]r 


v 


5. On eonsidere de la m&me maniere la fonetion «”*', dont le 
developpement ordonne suivant les puissances de sinx, donne dans le travail 
precedemment indique, est le suivant; 





s(n—k) 
g2&H — gin?tH 2 1 2n+1 u sin? | L 
7 21 @KFN@L +3)... En+i) 








nn et pt 





aaa Sonn Sn nn 


Teer Een n 
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On a d’abord 


zAtlcos2dz 9; 41 
S sin®®t?2 (2A+2)(2k+5)...(2n +1)’ 
zöktlooszdz 
' sin’”tiz 
$ 
La premiere &galit@ donne ensuite 
2dz Bnt+t1 pjzktleoszdz 0; (2n+-1)sr® 
= er == an 
Som; 2k+1, sin’"+?2 (2&+1)(2&+2)...(2n +1)’ 
$ $ 
et, par consequent, 
; [e?# sin P — 2c0s2(Bcos 0)+ e-?P sin u 
(2n-+1) sin —H) nz 


HR HI)QK+2)... (2m +1) gti‘ 
On trouve, au moyen de cette &galite, les r&sultats suivants: 


”__ cos[2%+19+(2n+1)w]d0 








2n+1 
0 a [Pet cos? (Bcos 0) + en 0 2 
en Sr n 
- 22 +I)(2A+ 2)... 2m pri? 
”. — sin[2%+1)9+(2n+1)o0]d0 0 
aan Jam; en. Tr 
0 [e?’ sind _ 26082 (Bcos 6) + e-?#sino] 2 
On trouve aussi 
per cos[(2&+1)0-+2nw]dd u‘ 
/ [e?# sin P — 2c082(B cos 0) + eo? sin er ENGER 


0 


v BZ. sin [(2% + 1) 0 -r 2 N | do 


. (e?#sin I 2cos2(cos 0) 4 e-?7 sin du : 


0. 


Les formules obtenues au n’. 3 sont comprises entre celles qu’on 
vient de trouver, comme on peut le voir en posant 4=(0 et en ayant &gard 
a V’egalite 


ne... (2n—1). 
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Il. 


Sur quelgues relations entre les nombres de Bernoulli et entre 


les nombres d’ Euler. 


6. Appliquons la formule (1.) & la fonetion —. 
Comme on a 


f)=1, f()=2(2—-1)B, fV)=2(°-1)B,,... 
f”(0)=2(2”1—1)B,,_: 
et 
fO=f"()=--=f" (0)=0, 
B,, B;, b;,... representant les nombres de Bernoulli, on trouve 
= SIn X 


» (2m-1_1)B DIR _N Ban te. Lea 
19 STD Ba HS D Bat + P@—DB, 


2n-+1 0 
u x n A 
e==1 (2 n) ! 


Mais, on a 


R = 1.3.5...(2n—1 
2=8nt+ 35 ( ) 


> Intl u 
— — ın KL 
= 2.4...2n(n +1)" 


En eomparant ces deux re&sultats, on obtient la relation de r&eurrence 
entre les nombres de Bernoulli: 


| (2° 1 1) Ba + I Be Cie 1) Dar + une + N (2 — 1) B, 
N _ 1.3.5... 2@n—n] 
ne 2(2n+]) 
Il resulte immediatement de cette identitE la representation suivante 
des nombres consideres au moyen d’un determinant: 


| ‘(1 ‘(2 2 “(n—1) 
Un N N . Dyn 
(1) : ((n—2) 
Umn—3 1 2(n—1) . ‚Un—1) 
1 
) mas WE ® “(n—3) 
B —ı1 — (2-1 IE 1) Uns 0 1 . Dyn—2) | 9 








u, 0 0 1 
ol | 
1.3... @R—1)]? 11.3... @n—3)]? 


Un = Una — .., Us. 
. 2n +1 ' 2n—1 a 
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En posant 


B. Ze yB.,, Bu ,=@-13, 


2n—3 —,y.* 


on peut Ecerire symboligrrement la formule (2.) de la maniere suivante: 


»! 12 ) * 2 2 r I»? / \2 l 
[+2] [5° + 4°]... [BD + (20 — 2)°] HU, 


.) en—1) 


ot on doit remplacer, apres les multiplications, les exposants des puissances 
de 5’ par des indices. 

‘. En partant de la fonetion tang. et en employant une analyse 
semblable, on trouve une autre relation de r@ecurrence entre les nombres de 
Bernoulli et une autre expression au moven d’un determinant des m@mes 
nombres, olı figurent les quantit@es repr&sentdes par s{\),. 

On a, en effet, 


a a . AED ae Zimt (2int2 | 
f (0) — Bu: -Pr (= 5 > FOR aan i |} Bi 
- nt ] 
2 . Min} 
ff") == f(0)=0, 
et, par consequent, 
an 1 nr —1 2’ 1 
j zuHi Bay+ı 4 2-1 e) Ba-ı +: - -2 N. B. 
t n + 1] N vun | . EEE 
ang => a sin 
nu (Zn +1)! 


Mais, d’un autre cöte, on a 


» 1.3.5...(2r—1) 
Be ze 
.. a 2.4...2n 


u 2 
En comparant les deux developpements on trouve la relation de 
recurrence 


-)2 n+1) __ “)>n ») 2 
ganrı, 2 l u —] P) 2—] 


I D2n—1 „l ı 9 „{n 
(3.) nt1 Bay +2” Sur b; ME, a 28, 4 


2 
=[1.3.5...@n—-1)P(2n-+1), 


dont on tire 


, ‚(1) (2) = ‚(") 
On Sn ini .  Mn+l 
1 Vn-3 1 m 
N - ' 
Baazı —om+ı (224) — 1) Van—5 0 1 Er 
1 0 0 1 
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ou 
".1=[1.3.5..(2r—-1) (2n+1l), vu3=[1.3.5...(2n — 3)’ (2n—1),...- 
En posant 


y 


Zen+1l 22er) — 1) : Bi In—1 > ER 1) i 
Pa n-+l > FOR 21 — n Dan yro. 


on peut &erire, symbohquement, la relation (3.) de la maniere suivante: 
b"[B"”+17])[P"+ 3°)... [2”+(2n -- YP]=v,_\, 


ou on doit, comme pr&ec&demment, remplacer, apres les multiplications, les 
exposants de 5” par des indices. 

8. On peut trouver encore une autre relation interessante entre les 
nombres de Bernoulh en partant du developpement suivant de x cot x, qu’on 
obtient au moyen de la formule (1.): 

© 2 Ban + Sn 297 Bnast + 2B, .>» 
x cot X 1-2 - - sin" x 


(2n)! 
et en le comparant au developpement suivant: 


»2.4.6....(2n—2) .» 
zootzs=l1— 32 -——_ I sin?rr. 
= 3.d8...(2n+1) 
que nous allons demontrer. 
Posons 
x cot=L A,sin”.r 


n—U) 


et, par consequent, 


2 c0ot2 Cc082 cos2 5 A, gain? 
TR = 7 4,81N Z 
sin?" + l> sin?”+t1z En" 2n ’ 


et integrons les deux membres de cette Egalit@ le long d’une eirconference 
s ayant le centre & l’origine des coordonnees et dont le rayon soit assez 
petit pour que cette serie soit convergente dans l’aire que la circonference 
limite. Puisqu’on a 
cos2 dz Mr 
/ -——=0, (m2]) 


sın”" 2 
$ 


et 


rcoszdz . 
/ " . _— > ı71 « 
sınZz 


& 


























m . . r . P . . . 
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on trouVe aılnsı 


.n sin ”+! rn 


4 l »zcotzcoszdz 
L y. — ») . [ ® 
2im, 
s 


Mais, nous avons 


zcotzcoszdz f 2dz » 2dz 
sin®”+!2 NE ae F u 


s 
et, puisque 
_»,2.4...(2n—2 n 
= in z, 
>13... .D 5 
et, par consequent 
» 2.4...(2n—2) : 
?=c087$ Ber ‘2, 
213..&n—1) 
nous AvVons aussi 
2d: Bu 2n—2 
/- ——2ın ( ) 
sın”"z 1.3...(2n—]) 
2dz , 2.4...2n 
Sa PR, 2ın \ 
sın“®t+*z 1.3..(2r+1) 
8 
Donc 
Aa l ‚zcotzcos2dz 2.4...(2n—2) 
Ag S sin®tlz. 1.3.5...(2r +1) 


Le deuxi&me developpement de x cot x pr&eedemment indiqu& resulte 
immediatement de cette &galite, et, en le comparant au premier, on trouve 
la relation 


| Bu SE Bst SER 


(4,) | 2.4.6... 2 2)’2n 
2n+1 
qui donne 
PIERRE N 
1 ® Yn—?2) 
Uon—4 1 Dya—ı) , Dam) 
B ER 1 ° Yf 3 
1 Di | Us 1 . Sind) I 
um 0 V 1 
ou 
R (2.4... (2n—2))’2n # (2.4...(2n— 4))’2(n—1) 2 
ED ee RER a ZUR yo8. U= > 
2n—2 In+1 I m 2n—]1 ı 8 
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9. On peut trouver pour les nombres d’Euler des relations analogues 
a celles qu’on vient d’obtenir pour les nombres de Bernoulli. 


En effet, en representant ces nombres par %,, E,, E,,..., on a 
e 1 E E —- 
f} rn uns 2 _ 4 4 6, „u Rr 
vn Zr n ty B Tor? 3 006 


4 . Li 1 
et, par consequent, en appliquant la formule (1.) & la fonetion ‚ on 
COST ' 


trouve 


. (1) gr ‚(n—1) mm 
l 1 < Es, + 2m Er) + sr + S3n ’E, sin Rp 
| +28. 7958 sin "w. 
COSK n—1 nn N). 


Mais, d’un autre cöte, on a 


l E 1.3... (ä2n—1).._e, 
coSsX un r5 since t 2A..>n sın"c —**-, 


Done nous avons la relation de reeurrenee suivante entre les nombres 
d Kuler: 


6) Et SBEn + HS E=[1.3.5.. (An Dp, 


dont il resulte l’expression, au moyen d’un determinant, des m@mes nombres: 


‘(1) ‘(2) 2 “(n—1) 
An 3%, Dan . Iyn 
‘(1) “ n—2) | 
An—3 1 Dan) . Dan) 


’ 


a RT De en 


ou 


au =[1.3.5...(2Rr—1)], 4„s3=[1.3.5..(2n—3)], ... 


EV . sin 
10. Considerons encore la fonction _;,, pour trouver une autre 
OS 


relation entre les nombres d’Zuler, otı figurent les nombres representes 


< . e IH 
par 532. 


Puisque 
sin @ 'Bue WER \e 
—— =bı+tzs "+24 
COS 4 «) 9) 


on 4 


0-0, FO, "O)=0,... [rO)=0, fd (0)= Eure, 








tn: 








eg 
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et, par consequent, 


} ’ ‚a A ‚In 

sın & x Er. +? + si), 1 Er r (3 Tr ° ns I 2 in”” +1 
— — - Ss 

cz u (Zn +1)! 


Mais on a aussi 


rn -sin.c + sin’. c + sin’c + + 
Done 
(1.) Eu +2 En ++ Ee=(2n +1)! 
et 


‘ ! ‚(1 ‚(2) z ‚(n) 
(2n+ 1)! si), 92n+1 . 2n+1 
an)! 1, : seo 
EBENE, BE Ve ern 


iv 
Iw 


1 a 


Les formules (6.) et (7.) peuvent &tre &erites symbolıquement de la 
maniere suivante: 

v[E’?+2°][E’+4?].. 

2 {E>+TJ[E43... [En] @n+ 1)! 





+ (2n—2)]=[1.3...2n— DJ, 


/J 


11. La methode qu’on vient d’employer pour trouver quelques relations 
entre les nombres de bernoulli et d’Euler donne aussi des relations entre 
les nombres representes prec&demment par 5% et s{,,. Nous indiquerons 
ici la suivante 

nn ll, 
qui resulte d’appliquer les formules (1.), (2.) et (3.) a la fonetion sin ır, 
et la suivante: 


Sn Net +1=[1.3...2@2Rr—1)’(2Rr+1), 


qui resulte d’appliquer les m&mes formules & la fonetion cos. et de com- 
parer le r&sultat au developpement 


1 D 2 l . 4 .e.) 
cos2=1— — sin’r — —— 5; sin! — — — 8in® 
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Berichtigung betr. die Auflösung der Ikosaedergleichung durch 
elliptische Modulfunktionen. 


In der Formel (3.) auf S. 154 des 129. Bandes muß es statt g°> heißen —g";, also 


nn 
2—=—g"; — —, 
C 1 s en 4°) 


Der Fehler befindet sich bereits in meinen Vorlesungen über das Ikosaeder S. 132; in 
meinen früheren Publikationen, sowie in Klein-Fricke: Modulfunktionen (Bd. 2, S. 355), 
sind die Formeln richtig. Vergl. Scheibner „Zur Auflösung der Ikosaedergleichung“ in 
den Berichten der math.-phys. Klasse der kgl. sächsischen Gesellschaft d. W. vom 
4. Dezember 1905. | 


Klein. 


























Über zyklische Gleichungen. 


Von Herrn F. Mertens in Wien. 


1. 


In dem folgenden ist ein Beweis des Äroneckerschen Satzes”) ent- 
halten, daß die Wurzeln jeder rationalzahligen zyklischen Gleichung rationale 
Verbindungen von Einheitswurzeln sind. Derselbe ist eine Umarbeitung und 
Ergänzung eines in den Sitzungsberiehten der Wiener k. Akademie””) mit- 
geteilten Beweises. 

Die ersten Beweise des genannten Satzes verdankt man den Herren 
MH. Weber”) und D. Hilbert.) 


2. 


Unter einer zyklischen Funktion von n Größen %, X, ... soll eine 
sanze rationalzahlige Funktion derselben verstanden werden, welche bei der 
Ersetzung von %,,%,...%,_, durch &,, 2, ... 2, identisch ungeändert bleibt. 
Eine rationalzahlige Gleichung wird zyklisch genannt, wenn die zyklischen 
Funktionen ihrer Wurzeln bei einer bestimmten Anordnung derselben, welche 
schon in der Angabe dieser Wurzeln angedeutet wird, rationale Zahlen sind. 

Sind %,,%,... die Wurzeln einer zyklischen Gleichung, &®, ©, ... die 
von 1 verschiedenen »-ten Einheitswurzeln und setzt man 


L)=ut "3 +” nr ++ +02 


so sind L(w), L(w'),... die Lagrangeschen Resolventen der Gleichung. 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1853. 
**) Sitzungsberichte, mathem.-naturw. Klasse, Bd. CXIV. 
***) Acta mathem., Bd. 8. Lehrbuch der Algebra, Abschnitt 23. 
+) Nachrichten der Ges. der Wiss. in Göttingen, 1896, Heft 1. Die Theorie der 
alg. Zahlkörper, Kap. XXIII. Jahresbericht d. Mathem. Vereinigung IV, 1594/95. 
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Ein Potenzprodukt 
L(2® LP. Lea, 


dessen Exponenten der Kongruenz 
a+2,+-+(n—-Dau,=0 (mod n) 


genügen und welches allgemein mit /(x) bezeichnet werde, ändert sich bei 
einer zyklischen Vertauschung von %,,,,... nur um eine durch 2” —1 teil- 
bare ganze Funktion von x. Sein Rest in bezug auf den Teiler "—1 
hat demnach zyklische Funktionen von %,, %,... zu Koeffizienten bei 
"2,0." und ist demzufolge eine ganze rationalzahlige Funktion von «. 

Hiernach sind bei einer zyklischen Gleichung alle Ausdrücke von 
der Form 

A=-Fo'P(o), 

in welchen die Summe auf alle primitiven »-ten Einheitswurzeln »& zu be- 
ziehen ist, und die Wurzelsumme Z(1) rationale Zahlen. 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn es seien /' irgend 
eine zyklische Funktion von %,,%,... und » eine beliebige primitive n-te 


Kinheitswurzel. Ersetzt man x: durch 


! 


| F i n—1)i n—1 
. LUV)+oLlko)+.- +0" Lo"), 
so erscheint /' als Summe von Ausdrücken von der Form 
I(0) L(w)" L(0)* ... Lo, 
wo $(w) eine ganze rationalzahlige Funktion von » und ZL(1) bezeichnet. 


Da diese Darstellung in ,, &,... identisch ist und der vorstehende Ausdruck 
bei Ä-maliger zyklischer Vertauschung dieser Größen in 


I (@) rat? + + —Va,_ı) L (W)” Kai L (Wr an-ı 
übergeht, so fallen aus der Summe der Resultate, welche den Werten 


0,1,...2—1 von k entsprechen, alle Glieder heraus, in welchen «,+2@,+-- 
kein Vielfaches von » ist, und /" nimmt die Gestalt 


!—=>$(w) P(w) 
an. Diese Gleichung gilt für jede primitive »-te Einheitswurzel »&. Summiert 


man daher über alle diese Wurzeln und dividiert durch y(n), so erscheint 
!' als rationalzahlige linear-homogene Funktion von Ausdrücken L(1)" N. 











..- 


ernennt wur 
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Sind L’(w), L’(w) die Resolventen zweier zyklischen Gleichungen 
n-ten Grades 


fi 0, £ =), 


und stellt man die Gleichung desselben Grades auf, deren Wurzelsumme 
eine beliebige rationale Zahl und deren Resolventen die Produkte 1 (w) 1. (w) 
sind, so erhält man eine zyklische Gleichung, welche nach Aronecker*) aus 
den vorstehenden Gleichungen zusammengesetzt heißt. 
Ist 
ii =0 


eine zyklische Gleichung -ten Grades mit von 0 verschiedenen Lagrangr- 
schen Resolventen und 
p=0 


irgend eine zyklische Gleichung desselben Grades, so gibt es eine zyklische 
Gleichung »-ten Grades mit beliebiger rationaler Wurzelsumme, welche mit 
der ersten Gleichung zusammengesetzt die zweite ergibt. Sind L'(w), L"(w) 
die Resolventen der gegebenen Gleichungen, so genügt es, diejenige 
Gleichung n-ten (Grades aufzustellen, deren Resolventen die (Quotienten 
w; 

re sind und deren Wurzelsumme mit der der zweiten Gleichung über- 


einstimmt. 


>. 


Es seien ,, ,,... die Wurzeln einer zyklischen Gleichung »-ten Grades, 
deren Resolventen alle von O0 verschieden sind, und n= ur, Sind ,.1,,... 
Unbestimmte und setzt man 


U=22, Urs ( 1 ; 1) 


so können die Ausdrücke 


UÜ—U,, Eu” U, 2... 


nicht identisch in , ”%,, ... verschwinden, wo «a,b nach r inkongruente 
Zahlen und » eine beliebige von 1 verschiedene »-te Einheitswurzel be- 
zeichnen. Denn der erste Ausdruck geht nach Ersetzung von ’,, !ıy2... 
durch die Potenzen 1, 5", #”,... einer primitiven n-ten Einheitswurzel > 
in die von 0 verschiedene Größe (9°— 7’) L(P), der zweite nach Ersetzung 


J 


*) Sitzungsberichte der Akad. d. Wiss. zu Berlin 1882. 
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VON %, ty... durch 1,0',0”°,... in «L(w) über. Dasselbe gilt von dem 
Ausdrucke 

DAT Ü, = L (0) DITU U. (kh=V0,1,..n—)) 
Es können daher für ”,,?,,... ganze Zahlen «,,c,,... gesetzt werden, für 
welche sowohl die Größen 


Ci (A=0,1,..n—1) 
ungleich, als auch die Ausdrücke 


I; (W) . So + As S, + a + wer ER 
A0)=&,+w”E,+.. wurde 
von O verschieden ausfallen. 
Setzt man 


+2 + + t=gle), 


so sind &,,&,... auf Grund der Gleichungen 


L[(w)=y(w)L(w), 
St 5, + += (+ Gt +) (u + LU, + “.) 
die Wurzeln einer zyklischen Gleichung »-ten Grades, deren Diskriminante 
und Resolventen von 0 verschieden sind. Es gibt demnach eine ganze 
rationalzahlige Funktion (x), welehe den Gleichungen 


St . 0 ($,) (h=V,1,...n—1) 
genügt. 
e 1 1 . .)0 l 
Es sei insbesondere n eine Potenz 2° von 2, vr=2, u=,n und 


I,(— 1) ein Quadrat. 
Die Resolvente Z’/(—1) ist der Gleichung 
IX-1)=9-DL(-D 
zufolge rational. 
Die Größen 


[} 
Un 


Ter 
Un 


)y 229 249 ++ >n—?2 


2 


h ’ 
sind Wurzeln einer zyklischen Gleichung vom Grade ,. 


„. Denn es sei /' 


irgend eine zyklische Funktion derselben und /, der Ausdruck, in welchen 7' 


nach Ersetzung von &,&,... durch $,,5,... übergeht. Die Funktionen 


Pr (EB) 











w 


nen ner 
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sind zyklisch in 5, $, &,... und infolgedessen rationale Zahlen. Daher ist 
auch /' eine rationale Zahl. 
Auf Grund der Gleichung 


++ =) AE)+- 


hat der Ausdruck 


1 
[' (wo) Bi “ 


zyklische Koeffizienten in $,, &,... und ist demzufolge eine ganze rational- 
1 ’ 

e . - ae A j l!(o) 
zahlige Funktion von »&. Dasselbe gilt von A(w’)’ . Hiernach ist 


Aw" 
L,(w) 


und daher auch (0°) für jede von 1 verschiedene n-te Einheitswurzel wo 
A (@ ® 


eine rationalzahlige ganze Funktion 9(o) von © und man hat 
L\(o)= Ho) _A(w*). 


Ahnliches gilt, wenn 4 eine ungerade Primzahl, n 7° und L(e) 
die 4-te Potenz einer Zahl w(«e) in « ist, wo « eine primitive 4-te Einheits- 
wurzel bezeichnet. 


Man darf 
— l , \ 


setzen und es seien Zr), (x) die Reste der Ausdrücke 


L (x) IIL Gr, 1 %) /Iı x y' 


in bezug auf den Teiler 2°—1, wo das Produktzeichen auf die Werte 
1,2,...2—1 von s zu beziehen und ss’  1(modA) ist. (x) hat zyklische 
Funktionen und daher rationale Zahlen zu Koeffizienten und es ist 


k(e‘=R,(e). 
Setzt man 
R(a)=« R,(e), 
so ergibt sich 
R(a” 
R, a”) 


164 


Andrerseits ist 


— L(oa":). (as) \rs’ L(as)y"s’ 
n € er) 7] a) 
nv (a")* 


wo [ms’] den Rest von ms’ nach dem Modul 7 bezeichnet, und demzufolge 


Ra”) wear) _ (Ra) wo) 
R, (@”) L(a'") = R, 


v(a’) w (ar? 


(a) L(a)/ 


\ 
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Hieraus ergibt sich 
L(e)=w(e"), 
Ist nun o=1, so sind die Wurzeln x,.2,,... rational. 
Ist dagegen o>]1, so setze man v=4, u = un. 


Die Größen 


I 
Ir 
Un 


03 Sy ++ Su—1)2 


sind Wurzeln einer zyklischen Gleichung vom Grade zn. Denn es seien / 


irgend eine zyklische Funktion derselben und /),7%,... Z,_, die Werte, 


za 
Ds 
-_ 


% er und ihren Potenzen annimmt. Die 


=. * 


welche /' bei der Permutation (7 
1 

Ausdrücke 
+ I; +. + Bi; 
CE ER EN 


’ —i+1 T' AH) AH) PN Til an 
(U’+e7" I ++ a ITJL (a 3% 


2 


haben zvklische Koeffizienten in &.Sı,... S,_, und sind demzufolge eine 
rationale Zahl € beziehungsweise Zahlen z(e),z(e),... ine. Daher ist 


_1/r x(e) x1(«*) 
4 | BR 


Bezeichnet 9° die :-fache Wiederholung der Funktion ©, so ist 


eu FE Re I DE RRRENET DIChEWTEL CHE au 


1 
z n—] . r > . . \- in 
und es erhellt, daß L'(w) A(w*)’ zyklische Koeffizienten in $,, $;, ... hat 
und demzufolge eine ganze rationalzahlige Funktion von » ist. Da dasselbe 


1 ) 


n Lo) 


rn . . L(o - 
von Al)‘ gilt, so ist und daher auch —,/ ) für alle von 1 ver- 


A(*) A(w*) 
schiedenen Werte von » eine ganze rationalzahlige Funktion 9(o) von o, 


und man hat 


L(w) = Io). I(w*) x 


4. 


Ist n -2° und o>1, so gibt es eine zyklische Gleichung -ten 
Grades mit von 0 verschiedenen Resolventen, welche der Bedingung 


L(-1)=V2 


genügt. 








FEED 





„ii. 








Zn 
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Es sei »® eine beliebige »-te Einheitswurzel, d ein von 1 ver- 
schiedener Teiler von n, 


und 


F,(w) — No'nds .< 1,3 


wo inds die der Kongruenz 
s—1 
S"®—=(—1)’s (mod4n) 
genügende Zahl der Reihe 0,1,...”—1 bezeichnet. Da für eine beliebige 
ungerade Zahl / 
F,(w) > u 
ist, so wird 


F,(o)o'”" N yt No -inds pet 4 


Summiert man über die Werte 1,3,...4n—1 von ? und erwägt, daß die 
Summe 

pl+s di „3(1+s) + gl -1)(I+s 
nur für die Werte 


2d—1, 4d—1,...4n—1 
von s von O verschieden ist, so ergibt sich 
F,(®) F,(w")=2n&(- 1) when, 
Aus den Kongruenzen 


prima) 1 —2hd (mod 4n) 


—=(1-2d"=5°" (mod 4d) 
tolgt 


ind(2hd—1) —! dh (mod d). 
Man kann demnach 


ind (2hd—-1)= k® 


> 
setzen und es erhellt, daß k die Werte 0,1,... u — 1 durchläuft. Somit wird 


1 


F,(w) F,(w') — 2 N (— 1) 2 


kd 
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Da F,(w”') der konjugierte Wert von F,(w) ist, so ist demnach F,(w) nur 
dann von 0 verschieden, wenn ® eine primitive d-te Einheitswurzel ist. 
In diesem Falle ist 


} R An’ 
F d (@) F\, (W ") — d . 
Setzt man 
1 s( zgemi — 2a) 
Ind =. <\e” +e ) (d=2,4,...n) 


n 


so sind u, +... 2, Wurzeln einer zyklischen Gleichung. Denn es gibt 
eine ganze rationalzahlige Funktion y, welche der Bedingung 


l (cos \ ( ) 
U, e A=V0,1l,...n—1) 
I 2n 
genügt, und 
Co = 10) er 10) AR nu 
OS COS .:.: GUOB —— 
>2n >n ?n 


sind die Wurzeln der zyklischen Gleichung 
Ga)=0, 


wo @G die zur Darstellung von cosnu durch cos w dienende ganze Funktion 
n-ten Grades bezeichnet. 
Die hKesolventen 


Lw)=- Zw” «, 
sind alle von O0 verschieden, da 
L(w) 


ist. wenn & eine primitive d-te Einheitswurzel ist. Insbesondere ist 


1 


n 


F, (w) 


Leni 
LK-1)=.B(-D)=1 80-1 e"=Y2. 


d. 

Ist 4 eine ungerade Primzahl, n=4* und « eine primitive 4-te 
Einheitswurzel, so gibt es eine zyklische Gleichung n-ten Grades mit von 
0 verschiedenen Resolventen, welche der Bedingung 


L (a) — (u 


genügt. 





Mertens, über zyklische Gleichungen. 95 


Es seien 9 eine primitive Kongruenzwurzel von A, ” eine n4-te Ein- 
heitswurzel, welche den Bedingungen 


g'=1-—4 (mod 3), 


genügen, » eine beliebige n-te Einheitswurzel, d ein von 1 verschiedener 
Teiler von 2 und man setze 


wo s alle zu 4 teilerfremden Zahlen der Reihe 0,1,...n4—1 zu durch- 
laufen hat und inds auf die primitive Kongruenzwurzel y und den Modul ni 


zu beziehen ist. Da für eine beliebige zu 4 teilerfremde Zahl ? der Reihe 
0,1,..nA4—1 


1 
nts 


F(a)= 2077‘ 
ist, so wird 
1 1 
. a nt A . nt(1+4s) 
F,(w)w"t'r" 2 ndsd 
und die Summation über alle Werte von ? ergibt 


F,(w)F,(w)= Zw "S, 
wo 


1 r E22 
a ] n(1+s) (A—1)n(1-+s) 53 k/(i1+s)n 
NE IT un y® ar k=V0,)1,..n—1) 


ist. Die Summe S verschwindet nur dann nicht, wenn s+1 ein Vielfaches 
von d ist. Da in diesem Falle 


1 
9(4) 
s=—-l=4g (mod d), 


ind s =! y(d) (mod yp(d)) 
ist, so kann 
inds= - p(d)(2h+1) 


gesetzt werden und es ergibt sich 


1 
zyta) 24 1) 


9 (mod n%) 
—=(-1-1d@- 1" (mod Ad) 


I 


—1-— : y(Ad)(2h+1). 
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Hieraus folgt 


1 1 
zr(i+s) — (4-1) 2h+1) 
. ee " 


[} 
. 


1 
2 = (.—1)m(2h+1) 
D=en>a \ (m=1,2,..4—1) 


Somit ist 


1 
-- dk +1) 


Fo) Fo Y)—n (on w 
} 1 


ns 
EL I 7 Re m ‚2,...4—]l) 


Ist nun «» keine primitive d-te Einheitswurzel, so kann für keinen Wert von m 


m 


u u 
sein und es ergibt sich 

F,(w) F,(o"')=0 
und daher auch 


F,(o) —() . 


weil F,(0') zu F,(w) konjugiert ist. Ist dagegen » eine primitive d-te Ein- 
heitswurzel, so ist für einen Wert von m 


1 


d 


a’ =" 


und es wird 


Setzt man 


y® : (d=1,2%,...n, h=0,1,...2—2) 


so sind 2.413... 2,_, die Wurzeln einer zyklischen Gleichung »-ten Grades. 
Denn jede zyklische Funktion dieser Größen ist eine ganze rationalzahlige 
Funktion von 7, welche bei der Ersetzung von ” durch 7” ungeändert bleibt. 
Die Kesolventen dieser Gleichung sind alle von O0 verschieden, da 


(wo) = - Flo) 


ist, wenn « eine primitive d-te Einheitswurzel ist. 
Insbesondere ist 


1 


ns 


L«)=! F,(e)=), Zar", 
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Da der hest des Produkts y’* in bezug auf den Modul ir» alle Zahlen s 
ergibt, wenn Ah die Zahlen 0,1,...2—1, v die zu A teilerfremden Zahlen 
der Reihe 0, 1,2...” —1 durchlaufen, und 


ind Ju Ah (mod %), 


) r 


u »* (mod 4” 


ist, wo » den Rest von in bezug auf 4 bezeichnet, so wird 


1 h 


na’ vr 
IKe)=, Far‘ (=0,1,..1-1 2.3 20 


Da ferner 


Sul (1 _ 1)" 1— hi (mod Nr 
ist, so ergibt die Multiplikation mit y'* (1 +4%, 


Fer—lgoy(l+hrh)  w+hiu (mod), 


h 


wo ı: den Rest von g’v in bezug auf A bezeichnet. Bei festem A durch- 
läuft « zugleich mit » die Werte 1,2,... 4—1, und es wird demzufolge 


L( 5 | 5 „‚hlu—l) 
r) ( J zu r ——— 4 
s / 


Die Ausführung der Summation nach + ergibt 


1 
I; (0) = r", 
Somit ist 


Bei dem Beweise des Aroneckerschen Satzes kann man sich auf 
zyklische Gleichungen beschränken, deren Grad „ eine Primzahlpotenz ist, 
und man hat zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem » eine Potenz von 
2 oder einer ungeraden Primzahl ist. Die Gleichungen können unbeschadet 
der Allgemeinheit ganzzahlig, mit dem Koeffizienten 1 bei «’ und ihre Re- 
solventen von 0 verschieden vorausgesetzt werden. 

l. Es sei n=2?,o>1 und 


fd) =0 
eine zyklische Gleichung vom Grade » mit den Wurzeln au, 43... .%,_1: 


14 
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L,(—1)' ist eine ganze positive Zahl. Denn es sei 
I\(-UDL(’=e, L(-1)L-ı)=c, L)L-r)=d. 


c,c' sind konjugierte komplexe ganze Zahlen, d eine reelle ganze Zahl und 
man hat 
+ Me) 
I, ve ge N; ’ 
3-7 
Ist die Zahl Z,(—1)’ durch eine ungerade Primzahl » teilbar, welche 
nach dem Modul » nieht zum Exponenten 1 gehört, so ist sie genau durch 
eine Potenz von p” teilbar. 
In dem Falle n2=4 erhellt die Behauptung unmittelbar aus der vor- 
stehenden Gleichung. 
Ist dagegen n>4, so fallen sowohl die Reste des Ausdrucks 


5" (1+ 6%) "We. m) 
als auch die des Ausdrucks 


5 (14 2) (I+5 me) 


- 


in bezug auf den Modul » mit den Zahlen 
Re 3, 2, ... mn 1 
zusammen, wenn «,.,v die Zahlen 


nad, 1... 1, 
um; 1; »=@,1 


durchlaufen. Bezeichnet daher » eine primitive »-te Einheitswurzel und 
setzt man 


9“ (1+ bu)=a, Al +2N)=b, 
so umfassen sowohl die Potenzen &“, (— w)" als auch die Potenzen w’, (—w)' 
sämtliche primitiven »-ten Einheitswurzeln. Der Quotient 


L(— 1) IIL(w’) 
Il L(w“) ’ 


in welchem die Produktzeichen auf die Zahlen «, db zu beziehen sind, bleibt 
bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln &, %,... 2,_, ungeändert 


n. 
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und ist demnach eine durch w rational darstellbare Zahl. Gibt man dieser 
r . M 
Zahl die Gestalt ,,9(@) und setzt 

y(o)g(-w)=N’'m, 
wo g eine ganze Funktion und sowohl M/, N als auch die Koeffizienten von 
teilerfremde ganze Zahlen sind, so wird 


L—- 1) NL(— wo) 
IT L(—o*) 


L(- 1)° — m MM’. 


M 
nl 0) 


Es erhellt, daB m rational und demzufolge auch eine ganze Zahl ist, weil 
m M”,m N” algebraisch ganz sind. 


1 


Da die in bezug auf den Modul p irreduktiblen Faktoren von x’ +1 


i 


Funktionen von x” sind, so gilt dasselbe von dem größten gemeinschaftlichen 
1 


Teiler 7’ von g(x) und x +1 in bezug auf p und die Identitäten 
L; 

ir A(x) y(&)+ Ba) (2? +1), 

ya) Cla)T (modp), 
in welchen A, 5, ganze ganzzahlige Funktionen bezeichnen, ergeben 

y(w) = Co) Two) = Co) T-w) = (wo) Al-w)y(—w) (mod p). 
Hieraus folgt durch Multiplikation mit g9(w) 
y(o)  Clw) A-w)mN’ (mod p). 
Stellt man das Produkt von 9(x) in die Diskriminante der Funk- 


1 
tion ©° + 1 mittels der Lagrangeschen Interpolationsformel dar, so erscheint 


dasselbe in der Gestalt 
y(w) T+ g(w*) a 
seine # n+ 1)-te Potenz daher in der Gestalt 


Fo) +) + 


und man hat 


1 
(Dg)”  =mN?H (mod p), 
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wo I, 1"... 1, 107,...,/7 ganz und ganzzahlig in w, x sind. Somit ist 


1 
(Dg)’ ET nic NU-+pV, 


wo U, ganze ganzzahlige Funktionen von x bezeichnen. 
Da D zu p teilerfremd und 4 primitiv ist, so zeigt die vorstehende 

Identität, daß m zu p teilerfremd ist. Dann fällt aber die höchste in Z(— 1)’ 

aufgehende Potenz von p mit der in J/” aufgehenden zusammen. 


Ist demnach @°’ das größte in Z(— 1)’ aufgehende Quadrat und 
K-1’=P@, 


so können die Primfaktoren von / nur =2 oder von der Form in + 1 sein. 
Ist ?>>1, so gibt es zyklische Gleichungen »-ten Grades 


h=V9,..., 


deren Resolventen /,(w),... der Bedingung genügen, daß /,(—-1)‘,... mit 
den einzelnen Primfaktoren von /P zusammenfallen. Ist nämlich p» ein un- 
eerader Primfaktor von P, r eine primitive p-te Einheitswurzel, 9 eine 
primitive Kongruenzwurzel von p, so sind die Perioden 


get getrp—n 


R 
art 


G=0,1,...n—1) 


44 


Wurzeln einer zyklischen Gleichung r-ten Grades. Die Resolventen /,(w), ... 
dieser Gleichung sind alle von 0 verschieden und es ist 


L, (— l)= >(}) ai -Vp i 6=1,2,..p—1) 


Besitzt /’ den Primfaktor 2, so ergibt sich die betreffende Gleichung aus 4. 
Die gegebene Gleichung ist aus den genannten Gleichungen und 
einer zyklischen Gleichung n-ten Grades 


fi) = 0 
zusammensetzbar, deren Resolventen /,(w),... seien. Da 


. 


Bow, „Du 


A ie 


\ 
x 


ist, so kann für jede von 1 verschiedene »-te Einheitswurzel 


L,w) =9(w) Aw) 





N (oe) 


— 


U 


4 
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gesetzt werden, wo 9») eine Zahl in » und A(w”) die Resolvente einer 
zyklischen Gleichung 
(2) = 0 
vom Grade - n bezeichnen. 
Somit ist 
L\(w)= Iw) A(w’) L,(w) .... 
und es erhellt, daß die Wurzeln x, %;,... der ursprünglichen Gleichung 
rationale Verbindungen der Wurzeln der Gleichungen 


wo), fi (0) 


6% 


sind. 
It ?=1, so fallen die Gleichungen 
hd, ... 
fort. 
Gilt der Satz Aroneckers für den Grad : n, so sind die Wurzeln der 
Gleichung 


v—=() 


und daher auch &,, x,,... rationale Verbindungen von Einheitswurzeln. 
Hiermit ist der Beweis auf den Fall einer quadratischen Gleichung 


in ırı 
zurückgeführt, deren Wurzeln durch e’, e* und die . - gliedrigen Perioden 
g-ter Kinheitswurzeln darstellbar sind, wo 9 eine ungerade Primzahl 
bezeichnet. 


Il. Es sei 4 eine ungerade Primzahl, »—=/7* und 
[=V 


eine zyklische Gleichung »-ten Grades mit den Wurzeln x, 4, ...,_4: 
Bezeichnet « eine imaginäre 4-te Einheitswurzel, so hat /,(«)‘ zyklische 
Koeffizienten und ist demzufolge eine ganze Zahl Fe) in «. 
Ist o>1 und die Zahl F(«) — in dem Körper der Zahlen in « — 
durch einen Primfaktor p einer Primzahl p teilbar, welehe nach dem 


. A R „9 N 
Modul » zu einem der Exponenten 4,4, er, 


gehört, so ist dieselbe genau 
durch eine Potenz von »* teilbar. 
Um dies darzutun, sei y eine primitive Kongruenzwurzel von 4, 


welche der Bedingung 
Yy—-l=-4(r—-D (mod 7) 
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genügt, und » eine Wurzel der Gleichung 


1 
n 


a‘ = &, 


Sowohl die Reste des Ausdrucks 
R N 
yi+m (147%) 
als auch die des Ausdrucks 


v1 + Au) (1 + z v) 


in bezug auf den Modul » fallen mit den zu 4 teilerfremden Zahlen der 
Reihe 0,1....2—1 zusammen, wenn «,w,v die Zahlen 


ud 1... a8 


: N 
2? 


v=0,1,..4—1 


um), 1... —1, 


durchlaufen. Wird demnach 
y(l+lu)=a, vA+kl)=b 
gesetzt, so umfassen sowohl die Potenzen 
w", (aw)‘, ... (a’!w)* 
als auch die Potenzen 
vw’, (a0), ... (a w)’ 
alle primitiven n-ten Einheitswurzeln. Der Quotient 


L(a)IIL(o’) 
IL(o) 


in welchem die Produktzeichen auf die Zahlen «,b zu beziehen sind, bleibt 
bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln x,, %,,... ungeändert und ist 
demzufolge eine durch » rational darstellbare Zahl. Gibt man dieser Zahl 


die Gestalt 5 Mg(w), wo M,N teilerfremde ganze Zahlen und y eine ganze 


ganzzahlige primitive Funktion bezeichnen, und setzt 


9(0) g(aw) ...gle"w)=m, 


so wird 


L\(a)IIL(a”w) _Mg(a'w) 
NL") — [N 
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und daher 
NL (ai — N’ F(o —mM*. 


Da die in bezug auf den Modul p irreduktiblen Faktoren der 
Funktion 


Funktionen von «* sind, so gilt dasselbe von dem größten gemeinschaftlichen 
Teiler 7’ der Funktionen y(.) und A in bezug auf den Modul p» und die 
Identitäten 

T=Ag+BXA, 9 CT (mod p) 
ergeben 


90) = Clw) Vo)=Ulw) T(e'w)= ((w) Ald'w)g(e'w) (mod p), 


wo A,5b,€l ganze ganzzahlige Funktionen bezeichnen. Hieraus folgt 


glw) — m( (w)'! Aa 0) ee, Ale‘ 'o) (mod P)- 


Es sei /) die Diskriminante von A, ,(y,«) der Rest der Funktion 4(y) in 
1 


7 
/. 


bezug auf den Teiler y‘ —e,#(y) der primitive ganzzahlige Faktor des 


Produkts ylY, et) lH, 0" ) ... yly, er ) und 


m E(«)* 
— /: 


goCa, a) 
Da die Lagrangesehe Interpolationsformel für das Produkt Dg,(y,«) einen 
Ausdruck von der Form 
I y(w) e 


ergibt, so erscheint D’g,(y, «@)' in der Gestalt 


SPACyEZE 
und man hat 
D’yuy,e' mE" B+HpEI"®, 
wo die Summenzeichen auf die Wurzeln der Gleichung 


1 
N 
* _-a=0) 


Y 
zu beziehen, 7',... 2” ganze ganzzahlige Funktionen dieser Wurzeln und 
der Variablen y sind und ® ein Produkt von »—4 Faktoren von der Form 
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4a(w) bezeichnet. Multipliziert man mit 
9\w) pP 
Er" (=) H E(«)" g, (y, ar)" 
I, (2, a)” 9,(x, ar)" 


E(&)g@y,e) ER 


lR,e) "ga, a)" 


(k=22,3,...4=1) 


und erwägt, dab ganz und ganzzahlig in x, y und 


»-ten Einheitswurzeln sind, so ergibt sich 
D" EK(ayt® Ey" =zyH (mod p), 


wo // ganz und ganzzahlig in x, y und n-ten Einheitswurzeln ist und daher 
auch ganz und ganzzahlig in x, y, @ angenommen werden darf. 
Hiernach sind nicht alle Koeffizienten von durch p teilbar, und die 


Gleichung 


E(x)! N* F(e)=xyM'g (x, e) 


zeigt, daß der Exponent der höchsten in F(«) aufgehenden Potenz von » 
ein Vielfaches von 4 ist. 
Da der Quotient 


Le) 
II L(a-')" ’ 


G>1.2...4»1) 


in welchem s’ die der Zahlenreihe 1,2,...4— 1 angehörende Wurzel der 
Kongruenz 


s’=1 (mod 4) 


bezeichnet, bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln x, %,.. un- 
geändert bleibt, so ist derselbe eine Zahl @(«) in « und man hat 
L(e) = G(e) I L(a”y, 
F(&)= (G(a) IIFlo”)“, 
Man denke sich F(«”') in Primfaktoren in «@ zerlegt und es sei 
Foo) =IIy(e) 
diese Zerlegung. Es ist dann, wenn zur Abkürzung 


IIy (a) — Ip} (s=1,2,..4-—1) 


gesetzt wird, 


IT Flo)" =1II[p]. 
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Kommen in der Zerlegung //p Primfaktoren p von Primzahlen » 
von der Form in+1 vor, so kann das Produkt [p] durch die 4-te Potenz 
der Resolvente Z,(o) derjenigen zyklischen Gleichung »-ten Grades 


fi=V 
ersetzt werden, welche zu Wurzeln die A-gliedrigen Perioden von y-ten 


Einheitswurzeln und von O0 verschiedene Resolventen hat. Ist nämlich » 
eine imaginäre p-te Einheitswurzel, 9, eine der Bedingung 


1 
710-1) 


o=gı (mod ») 
genügende primitive Kongruenzwurzel von p und setzt man 
i „tn 
= +r +.3, 


so sind 779, Yı3 +. Yn-ı Wurzeln einer zyklischen Gleichung »-ten (Grades, 
für welche 


u 
5, 


I, ‚(c 2) = Ar k=1,2,..p-]1) 


und auf Grund der Armmerschen Zerfällung”) 
ER 
L,(o =|p]| 


ist. Es sei / das Produkt der Resolventen Z,(w),... dieser Art. 
Kommen (in dem Falle o>1) in //p Primfaktoren p von Prim- 
zahlen » von der Form 1+ 74” vor, wo n<o und Ah zu 4 teilerfremd 
so kommt jeder derselben mit einem Exponenten vor, welcher ein Vielfaches 
von 4 ist. Da das Produkt [p] durch die A-te Potenz der aus der Wurzel « 
hervorgehenden Resolvente der zyklischen Gleichung ersetzt werden kann, 
welche die /-gliedrigen Perioden der p-ten Einheitswurzeln zu Wurzeln hat, 
so kann statt aller Produkte [p|, welche sich auf die Primzahlen der in 
Rede stehenden Art beziehen, die 4-te Potenz einer Zahl in « gesetzt werden. 
Kommen in //p Primfaktoren von Primzahlen y vor, welche nach 
dem Modul 4 zu einem höheren Exponenten als 1 gehören, so kann [p! 
nach Aummer“”) durch die 4-te Potenz einer Zahl in « ersetzt werden. 


*) Kummer, Über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten komplexen 
Zahlen in ihre Primfaktoren. Dieses Journal Bd. 35. 
**), Kummer, ebenda $ 12. 
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Kommt in //» der Primfaktor 1—-« von A vor, so fällt das Pro- 
r) 


l 
„it )4 


dukt |1—«] bis auf eine Einheit mit (1—«)’ zusammen und kann durch 
eine 4-te Potenz ersetzt werden. 

Hiernach gibt es eine Zahl @,(«) in « von der Art, daß das Produkt 
/Il’(e”°)" bis auf eine Einheit mit @,(«) P(e)‘ zusammenfällt. Da jede Ein- 
heit in « die Gestalt «’s(«) hat, wo 


(0) = &(a”') 
ist, so kann 
IF (a = 0° e(e)Gi(o) P(e)} 


resetzt werden. Multipliziert man diese Gleichung mit der aus derselben 
durch Verwandlung von «@ in «@”' hervorgehenden und erwägt, dab 


F(a@) F(e‘), P(o)‘ Pla" 


),-te Potenzen sind, so erhellt, daß &° und daher auch & selbst auf Grund 


der Gleichung 


eine 4-te Potenz ist. 
Da es eine zyklische Gleichung »-ten Grades gibt, für welche die 
;-te Potenz der aus der Wurzel & hervorgehenden Resolvente Ze) mit « 
zusammenfällt, so ist 
e = L'(a)”*. 
Setzt man daher 
Piko} = F,, 
so ergibt sich 


F(e)=1(e)'= H(e !(e),, 


wo //(«) eine Zahl in « bezeichnet. 
Hiernach geht die Gleichung 


f=0 
aus der Zusammensetzung der zyklischen Gleichungen 
fi 1 ' FRRREEN 


welehe die in 7, vorkommenden Resolventen besitzen und deren Wurzeln 








Mertens, über zyklische Gleichungen. 107 


rationale Verbindungen von Einheitswurzeln sind, mit einer zyklischen 
‘ Gleichung 


h=V, 
hervor, für welche die der Wurzel «@ entsprechende Resolvente /,(e) der 
Gleichung 
Li, (e) He) 
genügt. 
Auf Grund dieser Gleichung hat nun in dem Falle o = 1 die Gleichung 


h=0 
rationale Wurzeln und der Kroneckersche Satz ist bewiesen, 
Ist aber o>]1, so kann für jede von 1 verschiedene »-te Einheits- 

wurzel 

L\,(o)=I(w). I(w*), 

L, (v0) = Io) A(w*) P,(w) 
gesetzt werden, wo (wo) eine Zahl in » und -/(w’) die Resolvente einer 
zyklischen Gleichung vom Grade 7 bezeichnet. Gilt demnach der Aro- 
neckersche Satz für den Grad n, so gilt er auch für den Grad ». Hier- 
mit ist der Beweis auf den Fall »=% zurückgeführt. 


Pp 
Nach dem vorhergehenden besteht für die Resolvente einer zyklischen 
Gleichung von ungeradem Primzahlgrade 4 die Gleichung 
L(e)=G(e)ML(e”) 


s=1,2,..)-1, ss=1 (mod4) 





wo « eine imaginäre 4-te Einheitswurzel bezeichnet. Diese Gleichung ist 
wohl die einfachste Quelle für die Aroneckersche Gestalt der Wurzeln einer 
zyklischen Gleichung vom Grade 4 und gilt für einen beliebigen Ratio- 
nalitätsbereich. Denn /,(«”") ist eine ganze Funktion /(v) von « mit 
Koeffizienten des geltenden Rationalitätsbereichs. Ebenso ((«). Daher ist 
für jede primitive 4-te Einheitswurzel « 


(0) = G (a) ITf(e)’ 


! 
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Auch für A Größen, deren metazyklische Funktionen in einem 
gegebenen Rationalitätsbereich rational bestimmbar sind, ist die Gestalt aus 
der vorstehenden Form leicht abzuleiten. 

Die entsprechende Formel für den Grad n=4?, wo o>1 ist, ergibt 
sich in folgender Weise. 

‘s sei a=1+4 und, über alle zu 4 teilerfremden Zahlen s unter 
erstreckt, 

Is (as—[as))=S, 


wo 5 die in der Zahlenreihe 1,2,...2—1 enthaltene Wurzel der Kongruenz 
ss=1 (mod n) 
und [as] den Rest von as in bezug auf den Modul » bezeichnen. Da 


s'=s!m) (mod A), 
am" =] (mod nA), 
(as) =[as (mod n%) 
ist, so wird 
(as—[as))s = (as - [as))" = us’"—+! — a9" 29" [as] 


— a stm AH a2} at [asp +! (mod N ). 


Hieraus folgt, da [as] dieselben Werte wie s durchläuft, 


S=(a— a) Est (mod nA). 
Da ferner 
sm. tHm=] (mod n) 
ist, so folgt 
srtzs’l (mod n) 
und hieraus 


ar 4 l 
Sir eins n (mod n), 


Bm 


s=—— n (mod nA). 


Man kann demnach 
S —— 


setzen, wo r zu 4 teilerfremd ist. 
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Ist 
rc=1 (mod n), 


so bleiben die Quotienten 
L(o°)" [\(w) 
L(we)’ Er 
he IH L(o°)” 


'— as! ) 


bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln x,,%,,... ungeändert und 
sind infolgedessen ganze Funktionen /(w), F,(w) mit Koeffizienten des 
Rationalitätsbereichs. Die Gleichung 


1 


= Nf(o)"" 


pe as! 


1 
- 2 (a 
II L(w®)” 
ergibt dann für jede primitive n-te Einheitswurzel » 
1 ! 
L\(w)=F,(w) II f(w‘)” . 
Ist d einer der Teiler 7,4°,...4°”' von n, so bleibt der Quotient 
L(o“) 


1 
265 ds! 9 
11 f(w*) " 
in welchem 


7 a N 
sl (mod ), u 
d d 
ist, bei der Ersetzung von ® durch das Produkt von » in eine beliebige 
d-te Einheitswurzel ungeändert. Da derselbe andererseits die Gestalt 


L (@*) . = rn - d(s 
L(o)® P, (w)“ I} (wm ) 


hat, so ist er rational in & und demzufolge als ganze Funktion F,(w“) von 


wo“ mit Koeffizienten des Rationalitätsbereichs darstellbar. Demnach ist 


1 


1. 


L(w*) = F,(w") II f(w")" R 


8. 


Mit Hilfe der in dem vorhergehenden enthaltenen Ausführungen 
kann — allerdings nur in dem natürlichen Rationalitätsbereich — die 
Wurzelgestalt für eine zyklische Gleichung angegeben werden, deren Grad 
eine Potenz von 2 ist. 
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Es seien %,,% 5... 2,_,; die Wurzeln einer zyklischen Gleichung vom 
Grade n= 2° mit von 0 verschiedenen Resolventen /,(w) und 0 >2, n=4r. 
Nach 6. kann für jede von 1 verschiedene »-te Einheitswurzel 


L\(o) = I(w) A(w’)L,(w)1.(w) ... 
gesetzt werden, wo $(w) eine rationale Zahl in und A(w’) die esolvente 


l . N 
n bezeichnen: /,(w), I,(w),.. 


einer zyklischen Gleichung vom Grade , 


sind Resolventen besonderer zyklischer Gleichungen 
h=V, h=Veon 


welche sich auf Primzahlen von der Form Akn-+t1 und die Primzahl 2 
beziehen. Für alle diese besonderen Gleichungen sind die Produkte 


L,(w) L,(w”"), L,(w) L,(w),... 


rationale Zahlen. 
Es sei. über alle Zahlen s von der Form 44-+1 der Reihe 
1,3,..n—1 erstreckt, 
S= x (5s-[5s), 


wo |m] den Rest der Zahl m in bezug auf den Modul » bezeichnet und 
s’=1 (mod n), <s<n 


ist. 5 ist das »-fache einer ungeraden Zahl v. 
Denn man kann 


setzen, wo 5 die Werte 0,1,...”—1 zu durchlaufen hat, und es wird 
sery’55) -DErHt HN) — FH tlt=dlH’— 1) (mod 20). 
Ist » eine primitive n-te Einheitswurzel, 


L\(w)L(w")=g, 
w=1 (mod n) 


und setzt man 


L, (m? )° 
La) 9m), 


y(w)= a +or op, (w), 
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so kann der Exponent d so gewählt werden, daß er einen der Werte 0,1 
hat und y,(w) von O verschieden ist. Der Quotient 
Lı(w) 

En 

IL, (ey 
bleibt bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln der Gleichung 
>09 


ungeändert und ist demzufolge eine Zahl in ». Da überdies 


1 i E:, 
N 98—[98)) f Na 
/I L,(o vi — /Iu (Ww“) 
und 
1 r 1 a 
1 1 N > \ u. 
PR ua” ar)" 
t ! _— l 
po) Yı F, (0°) 
ist, so ist auch der Quotient 
L (w) 
1 1 I 


! 
8% 


4 : II p, (w*) r 


in welchem s alle ungeraden Zahlen der Reihe 0, 1,...”— 1 zu durchlaufen 
hat und 
ss=1 (mod n) 
ist, eine Zahl in w. 
Hiernach kann 


1 ® 


L,(o) L(o) + —=g’ G(o) Ip (w")" 


gesetzt werden, wo g eine rationale Zahl, @(w), y(w) Zahlen in w bezeichnen, 
und man hat für jede primitive »-te Einheitswurzel 


1 1 


«ef 


L(o) = 4’9w) G (0) A(@) IT po)" 


Aus dieser Gleichung ergibt sich die Darstellung 


1 


! 


1 
L(o)= m’ F, (w) IT fo)" 
s=1,3,..n—1l, s!=1 (mod n), 


wo m eine rationale Zahl und F,(w), f(w) Zahlen in w bezeichnen. Denn 
diese Gleichung gilt tatsächlich für den Grad 4 und läßt sich für den Grad » 


ae. 
dartun, wenn sie für „n besteht. 
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. PER . ° u N . ‘ 
Gilt nämlich die Darstellung für den Grad „, so hat man, weil w’ 
. iu N AR . . 
eine primitive „-te Einheitswurzel ist, 


2 


| 
A(0)= my,’ F,(w”) II fu (w”) n. ' 
1 R 1 
om1,3,... 9n—l, oo=1 (mod 5 n). 
Sind 0,0” die Wurzeln der Kongruenzen 
oo =1 (mod n), (o+ „)o =1 (mod n), 


! 


. . , . . 1 ‚ . 
so sind die Zahlen 0° — 0’, 0’ — 0’ nicht negativ, durch ;„ teilbar und die 


Kongruenz 
| 
Z r rm zen r 
"+ - ein (mod ») 
ergibt 


1 
"— +0" =,n. 


Hieraus folgt 
ı of (o+!.) Um 
au: Ar 9 
fo (w*°)” Pa ı . 
f,(0"°)’ 
Wird demnach 
flo") fol") ... fulo"”) = m 
gesetzt, So Ist 
. MN F(o PIE RR.? 
A(o) = . (wor) IT flo” )r" , 
1 
s=1,3,..n—1, s’=1 (mod n) 
und die Einsetzung dieses Ausdrucks in die obige Gleichung für L(w) er- 
gibt die behauptete Darstellung. 
Ist d einer der Teiler 2,4,...2°' von n, so findet man wie früher 
er. ’ 


L(w°) = F,(0°) IT f(w)r“, 


' l 
s=1,3,..n—1, ss=1 (mod ;n). 
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Über Gitterpunkte in der Ebene. 


Von Herrn E. Busche in Hamburg. 


$ 1. 


In einer Ebene mit rechtwinkligem Koordinatensystem, dessen Null- 
punkt © ist, seien zwei Gitterpunkte A, und A, gegeben, d. h. solche Punkte, 
deren Koordinaten a,(!,k=1,2) beide ganze rationale Zahlen sind. Die 


Anordnung 
(2 2) 
A;, Ay, 


wo die Koordinaten desselben Punktes übereinanderstehen, werde als das 
System («a,) bezeichnet. Die Determinante @ = a, — 4,,0,, des Systems 
wird vorläufig immer (0 vorausgesetzt, so daß A, links von der Strecke 
(A, liegt. Durch ©, A,, A, ist ein Parallelogramm P,=04,4,A, und eine 
Einteilung der Ebene in kongruente Parallelogramme vom Flächeninhalt « 
bestimmt, deren Eckpunkte das zu («a,) gehörige Punktgitter (ein Ausdruck 
von Herrn F. Klein) bilden. Rechnet man 0 und die auf 0A,,04A, außer 
A, und A, und © etwa noch liegenden Gitterpunkte mit zum Innern von 7, 
so liegen « Gitterpunkte in P,. Auf OA, liegen außer 4, so viele Gitter- 
punkte, wie der größte gemeinsame Teiler (@,,, «,) der Koordinaten von 
A, angibt. Ein Punkt des Punktgitters von (a,) hat die Koordinaten 
Ay, + 2 | + 20. Dabei bedeuten die ganzen Zahlen «,,, «,, die 
Koordinaten des Gitterpunktes in dem Koordinatensystem mit dem Nullpunkt ©, 
für das A, und A, die Koordinaten 1/0 und O|1 haben. 

Der größte gemeinsame Teiler 7=(@,, 4a, 42.4») wird als der 
Koordinatenteiler des Systems («,) bezeichnet; ist 7—1, so heißt das 
System primitiv. 


16* 
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Nach dem Vorgange von Äronecker*) kann man drei Arten von 
Aquivalenz zweier Systeme unterscheiden, die ich verschieden benennen will. 
. I 
Ist nämlich G 5) ein Einheitssystem, d. h. ist @d!— Py=+1, und ist erstens 
% = [75] ” - (Os Fun aa ren), 
(OR) yo ( ) ya,tda,, ya,t06a,, 
so sollen (b,) und (a,) «affıne Systeme heißen. Geht zweitens (b,) aus 
(@,) durch hintere Komposition mit einem Einheitssystem hervor, ist also 


ui 2 ]= a,a+ta,y a,P+ta,d 
Gare ae): 


so mögen (b,) und («a,) als assozuerte Systeme bezeichnet werden. Entsteht 
endlich drittens (Ö,) aus (a,) durch vordere und hintere Komposition mit 
einem Einheitssytem, so werden die Systeme dgquwivalent genannt. Affine 
und assoziierte Systeme sind also immer auch äquivalent. Es ist leicht zu 
sehen, daß die bekannten drei Aroneckersehen Äquivalenzbedingungen in 
allen Fällen erfüllt sind. 

Die Einheitssysteme habe ich bei der Komposition in eckige Klammern 
eingeschlossen, weil ich durch das Nebeneinanderstellen von runden Klammern 
später eine kommutative Multiplikation andeuten will. 


Bei der hinteren Komposition mit einem Einheitssystem bleibt die 
Determinante und der Koordinatenteiler eines Systems (@,) und auch das 
dureh («a,) bestimmte Punktgitter unverändert. Die Anzahl der nicht asso- 
ziierten Systeme einer gegebenen Determinante « ergibt sich nach Aronecker 
daraus, daß jedes System durch hintere Komposition auf eine reduzierte Form 


5 0 
r d' 
gebracht werden kann, wo dd =a, d>0, d>r>0 ist, so daß jedes System 
der Determinante « mit einem einzigen reduzierten System assoziiert ist. 


*) Vorlesungen über die Theorie der Determinanten (bearbeitet und fortgeführt 
von Ä. Hensel), Bd. 1 (Leipzig 1905). Man vergleiche für diesen und den folgenden 
Paragraphen der vorliegenden Arbeit insbesondere die fünfte Vorlesung. Meine geometrische 
Deutung eines Systems ist mit der Kroneckerschen nicht identisch; a. a. ©. ist ein System 
das Koeffizientensystem einer linearen Koordinatentransformation oder einer bilinearen Form. 
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Die Anzahl der reduzierten Systeme und damit die Anzahl der nicht assoziierten 
Systeme mit der Determinante « ist also gleich der Summe (a) aller 
Teiler von «. 

Bezeichnet man die Anzahl der nicht assoziierten primitiven Systeme 
der Determinante « mit w(«a), so ist die Anzahl der nicht assoziierten Systeme 


” . . ) . . d 
mit dem Koordinatenteiler 7, wo 7’ in a aufgeht, gleich v(C;) und daher 


$b (a) . = w (5); 


wo 1° alle quadratischen Teiler von « durchläuft. Mit Hilfe des‘.WVöbrusschen 
Zeichens «(k) kann man umgekehrt w(a) durch $(«a) ausdrücken: 


w(a)= u(r)- b(/,) 


Für teilerfremde Zahlen k und 4 ist ulkA)=u(h)-u(k) und 
P(kA)—=Pl(k)-P(k). Daher ist auch w (kA) —= w(k). (A), und daraus folgt, 
daß w(a) gleich der bekannten Funktion 


v(a)=a-(1 +, )-(1 + „)e 


ist, WO 91, Ps, ... die verschiedenen in « aufgehenden Primzahlen sind; w(1) 
ist gleich 1. 

Der vorderen Komposition mit einem Einheitssystem entspricht eine 
affine Transformation der Ebene. Das zu (a,,) gehörige Punktgitter bleibt 
jetzt im allgemeinen nicht unverändert, wohl aber wieder die Determinante 
und der Koordinatenteiler. Außerdem stimmen zwei affine Systeme in der 
Verteilung der Gitterpunkte im Innern und auf dem Rande ihrer Parallelo- 
gramme überein. Durch die vordere Komposition wird nämlich jedem 
Gitterpunkt eines zu («a,) gehörigen Parallelogramms ein Gitterpunkt mit 
demselben größten gemeinsamen Teiler der beiden Koordinaten in dem zu 
dem affinen System gehörigen entsprechenden Parallelogramm zugewiesen. 
Drei in gerader Linie liegenden Gitterpunkten entsprechen drei ebensolche 
Punkte und das Verhältnis, nach dem die Entfernung zweier Gitterpunkte 
durch einen dritten Gitterpunkt geteilt wird, bleibt bei vorderer Komposition 
ungeändert. Gitterpunkten auf parallelen Geraden entsprechen ebenso ge- 
legene Gitterpunkte. Zwei affıne Systeme sind, wie dieses Verhalten der 
Gitterpunkte bezeichnet werden möge, von demselben Typus. 
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Da auch jetzt wieder jedes System zu einem einzigen System von 
der Form 
& ” 
0.d7? 


wo dd=a, d>V, d>r>0, affın ist, so ist die Anzahl der nicht affınen 
Systeme mit der Determinante a gleich 2 (a). 

Bei gleichzeitiger vorderer und hinterer Komposition mit je einem 
Kinheitssystem bleibt die Determinante und der Koordinatenteiler unver- 
ändert. Da jedes System mit einem einzigen System von der Form 


(5 0 
() dd, 
äquivalent ist, so ist die Anzahl der nieht äquivalenten Systeme der Deter- 
minante « gleich der Anzahl der verschiedenen in « enthaltenen quadratischen 


Faktoren, also gleich der Teileranzahl der größten Zahl, deren Quadrat 
in a« aufgeht. 


$ 3. 


Eine Ergänzung zu der Angabe über die Anzahl der nicht affinen 
Systeme wird sich durch die Beantwortung der Frage ergeben, ob zwei 
nicht affine reduzierte Systeme derselben Determinante von gleichem Typus 
sein können. Wenn man einen Ecekpunkt eines Parallelogramms, 'z. B. den 
Nullpunkt bei /’, vor den übrigen auszeichnet, so ist das nicht der Fall. 
Tut man das aber nicht — und auf diesen Standpunkt muß man sich bei 
dieser geometrischen Betrachtung stellen — so darf man z. B. die nicht 


affınen Systeme ’ + und DZ wo a>L1 ist, oder 2 und * N wo 
a>2 ist, in bezug auf die Verteilung der Gitterpunkte in ihren Parallelo- 
grammen nicht als wesentlich verschieden ansehen. Bei den beiden letzten 
Systemen liegen z. B. alle Gitterpunkte auf einer Diagonale, wenn bei 
2; nicht der Nullpunkt, sondern der Punkt 1/0 mit zum Innern des 
Parallelogramms gerechnet wird. 

Die Aufgabe, alle Typen der Determinante « zu finden, läßt sich 
leicht erledigen, wenn man erst die Anzahl der verschiedenen Typen für 
die Reihe der y(a) Systeme 4 i ) bestimmt hat, wo > relativ prim zu « ist, 
Bei diesen Systemen liegen auf den Seiten des Parallelogramms 04, 4; 4, 


außer den Eekpunkten keine Gitterpunkte. Auf jeder Parallelen zur Grund- 
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linie OA, mit ganzzahligem Abstand von ihr liegt genau ein Gitterpunkt in 
dem Parallelogramm. Dieser teilt die Strecke von der Länge 1, auf der 
er liegt, wenn sie die Entfernung 4 von der Grundlinie hat, nach dem Ver- 
hältnis A(a—r): hr, wo der Zähler und der Nenner durch ihren kleinsten 
positiven Rest (mod a) zu ersetzen sind, und der Nenner sich auf die an 
der Seite A, A, liegende Teilstrecke bezieht. Andererseits liegen die Gitter- 
punkte innerhalb des Parallelogramms so auf «—1 äquidistanten Parallelen 
zu der Seite A, A,, daß wieder auf jeder dieser parallelen Strecken ein 
Gitterpunkt lieg. Wenn nun der Gitterpunkt, der auf der der Seite .1, 4, 
nächsten parallelen Strecke liegt, diese nach dem Verhältnis (@a— r"):r' 
teilt, wo der Nenner sich auf die an A, A, liegende Teilstrecke bezieht, so 
ist das System Rn 2 von demselben Typus wie + - Denn durch das 
Verhältnis (@ — r’):r" auf der ersten Parallelen sind wieder die entsprechenden 
Verhältnisse auf den übrigen Parallelen bestimmt. Der Seite 0A, (-04,) 
des zweiten Parallelogramms entspricht dabei die Seite 4, A, des ersten. 

Es ist nun zu untersuchen, wann "=>" ist. Der Gitterpunkt, der 
am nächsten an A, A, liegt, ist der, für den Ar=1 (mod «) ist. Ist /, die 
kleinste positive Lösung dieser Kongruenz, hat also der nächste Gitterpunkt 
an A, A, die Entfernung Ah, von VA,, so ist a—r'=h, und wenn "—r 
sein soll, muß («—r)r=1 oder "=—1 (mod «) sein. Diese Kongruenz 
ist nicht lösbar, wenn « durch 4 oder durch eine Primzahl von der Form 
4n+3 teilbar ist. Wenn mindestens eine dieser Bedingungen erfüllt ist, 
so entsprechen den Y(«) Systemen also nur 'y (a) verschiedene '['ypen; ist 
aber «@=P oder =2P, wo P nur Primfaktoren von der Form 4 +1 ent- 
hält, so ist die Anzahl der T'ypen gleich 2 p(a)+2*"", wo u>1 die An- 
zahl der verschiedenen Primfaktoren von P bedeutet. Denn die Anzahl der 
Lösungen der Kongruenz "=—1 (mod «) ist gleich 2“, und die Hälfte 
dieser Zahl ist zu - yp(a) noch hinzuzufügen, da die eine Hälfte der ent- 
sprechenden 2“ Typen in - (a) schon mitgezählt ist. Die Formel gilt auch 
für 1 —=0. : 

Ist f ) ein reduziertes System, wo ” mit « den größten gemein- 
samen Teiler d>1 hat, so können unter den y(d’) Systemen (d’=a:d), 
für die dieser Fall eintritt, keine zwei denselben Typus haben, weil die 
Seite OA,, auf der außer 0 und A, kein Gitterpunkt liegt, mit der Seite A, A,, 
auf der außer A, und A, noch d—1 Gitterpunkte liegen, nieht mehr ver- 
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tauschbar ist, aber ein solches System ist mit einem der p(d’) Systeme ie . 
wo (r,d’)=1 ist, von demselben Typus. Ein System, dessen T'ypus von 
allen übrigen abweicht, kann sich nur ergeben, wenn in » v) der größte 
gemeinsame Teiler von ” und d’ gleich d ist, wenn also das System den 
Koordinatenteiler d hat. Das entsprechende Parallelogramm zerfällt dann 
in d’ kongruente Parallelogramme, auf deren Seiten außer den Eekpunkten 
keine Gitterpunkte liegen, die also von derselben Beschaffenheit sind, wie 
die soeben genauer untersuchten Parallelogramme, für die d=1 war. Wenn 
ad” weder durch 4, noch durch eine Primzahl von der Form 4n-+ 3 teilbar 
ist, sondern nur durch « Primzahlen von der Form 4”-+1 und vielleicht 
durch 2, so erhält man 2“ en deren ie nur einmal auftritt. Hieraus 
folgt, daß die Anzahl (a) der Typen gleich | > Pa) ist, wenn « auch nur 
eine Primzahl von der Form 4n+3 in einer ungeraden Potenz enthält. 
Ist aber «=2°%. P.Q*, wo e=0 oder 1 ist und P nur aus Primzahlen von 
der Form 4r +1, @ nur aus Primzahlen ie der a. 4n+3 und der 
Primzahl 2 zusammengesetzt ist, so ist (a) = I b(a)+, o, wo die Anzahl o 
der nur einmal vorhandenen Typen noch zu "bestimmen ist. 

Der Koordinatenteiler eines der gesuchten Systeme muß jedenfalls 
durch @ teilbar sein. Ist er gleich d@, so sind die gesuchten reduzierten 
Systeme mit diesem Koordinatenteiler von der Form (7 ao); wo(r.d)=1 
ist. Denn wenn die erste Koordinate größer als dQ wäre, so würden auf der 
Seite dA, mehr als dQ— 1 Gitterpunkte außer O und A, liegen und 0 A, wäre 
mit A, A; nicht vertauschbar. Aus demselben Grunde darf (r, d,) nicht von 1 
verschieden sein. Unter den y(d,) Systemen dieser Art sind dann ebenso viele 
mit nur einmal vorkommendem Typus wie unter den y (d,) Systemen + 1); 
d. h. 2“”, wenn «” die Anzahl der y 4 enthaltenen verschiedenen ungeraden 
Primfaktoren ist. Nun ist d, = 2*- P:d’; jedem quadratischen Faktor d’ von P 
entspricht ein d,. Setzt man 


_ nat. „Berpi „2a, +1 23, 2p7, 
P=p" .D5: .. var De Dyz2' . Dy+ s 


so kann man aus dieser Zahl 
(+); +1) (a, +1)- Pr Pr Pi; 


verschiedene derartige quadratische Faktoren herausgreifen, daß der kom- 
plementäre Teiler von P noch alle »+4 Primfaktoren p,,:-. ?,,, enthält. 
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Die Primzahlen p,,p.,...?, mit ungeradem Exponenten bleiben überhaupt in 
jedem komplementären Teiler vertreten, dagegen können die Primzahlen 
Prrn+Pr+, zum Teil oder alle in dem komplementären Teiler fehlen. So 
gibt es z. B. 


(a, + 1) (e; + 1). (@, + 1)- (Pi Pa, + Pi ße" Pr" Pi u ihn 5 PP; 222,7 


quadratische Teiler von ?’, deren komplementäre Teiler nur noch »+4— 1 
verschiedene Primfaktoren enthalten, usw. In 


(+1), +1). (&,+1D)-(A,+Ps+ +++ P;) 
Fällen hat der komplementäre Teiler nur noch » +1 und endlich 
(e, +1)(@,+ 1). (o,+ 1)-mal 


nur v» verschiedene Primfaktoren. 
Die gesuchte Zahl o ist also 


2.(+l)(e +1) (0, +1)» /Pı Pe Pr 2 + (Pipe Pı-ı +++) 27° 4 
+ A +PR++),2+1j 
= (2,42) @0 +2) (20,42) (2A + DOR+D--@+D, 


d.h. einfach gleich der Anzahl der Teiler von /, Man sieht leicht, daß 
das Resultat auch für ?=1 gültig bleibt. Damit ist der folgende geometrische 
Satz bewiesen: 
Die Anzahl der in bezug auf die Verteilung der in ihnen liegenden 
Gitterpunkte wesentlich verschiedenen Parallelogramme mit dem ganz- 
zahligen Flächeninhalt «, deren Eckpunkte Gitterpunkte sind, ist 


Dabei ist Z>(a) die Summe aller Teiler von «, go die Anzahl der Teiler 
von a, die nur aus Primzahlen von der Form 4rn+1 bestehen, ein- 
schließlich des Teilers 1, und 7=0 oder 1, je nachdem in « mindestens 
eine Primzahl von der Form 4r-+3 einen ungeraden Exponenten hat 
oder nicht. 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 
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s 4. 

Die nun noch folgenden Untersuchungen beruhen auf dem Begriff 
der Teilbarkeit eines Systems durch ein anderes. Man nennt gewöhnlich 
ein erstes System teilbar durch ein zweites, wenn dieses durch vordere 
und hintere Komposition mit ganzzahligen Systemen in das erste übergeführt 
werden kann. Dabei ergeben sich bekanntlich Teilbarkeitsgesetze, die sehr 
einfach sind und eine große Analogie mit der gewöhnlichen Zahlentheorie 
aufweisen. Wenn ich trotzdem eine der speziellen Äquivalenz, die bei 
assoziierten Systemen stattfindet, entsprechende engere Definition der Teil- 
barkeit zugrunde lege, so rechtfertigt sich das durch die einfache geo- 
metrische Beziehung, in der hierbei ein System zu seinen Teilern steht. 

Das System (Öb,) heiße durch (a,) teilbar, wenn die Gleichung 

(b,) AR (a,) fe] ve (Auen? 0,0, 0,8. a0), 


0,0%, 4; Rz, ya u, Gy 


besteht, wo die «, ganze Zahlen sind. Das durch (d,) bestimmte Punkt- 
gitter hat dann nur solche Punkte, die zugleich Punkte des zu («,) gehörigen 
Gitters sind. Es möge hervorgehoben werden, daß das System («,) im 
allgemeinen kein Teiler von (b,) ist. Jedes mit (b,) assoziierte System 
ist durch jedes mit (a,) assoziierte System teilbar. Ein Teiler von («a,) 
geht auch in (d,) auf. 

Die Sätze über die 'T'eilbarkeit ergeben sich am einfachsten, wenn 
man sich über die nieht assoziierten Systeme derselben Determinante « die 
folgende geometrische Übersicht verschafft. Man bezeichne die Gitterpunkte 
der (a) verschiedenen Punktgitter, die zu den (a) nicht assoziierten 
Systemen gehören, mit Nummern und zwar alle Gitterpunkte, die dem 
reduzierten System Er entsprechen, mit der Nummer 1, alle, die zu dem 


e»- 10 .. . fa . 1 0) .. . 

Gitter von ( ) cehören, mit 2 usw., alle, die zu ( ) cehören, mit «a. 
la/ ® I l l a—1]l a) ® l 

Ist ferner d, der kleinste von 1 verschiedene Teiler von «, so werden die 
Ye () . . . u 

Punkte des Gitters von ($ a alle mit «+1 bezeichnet usw., endlich die 


zu (5) gehörigen Gitterpunkte mit der Nummer #(a). Hat man alle 
Gitterpunkte in dem Quadrat Q, mit den Eeken 0/0, a|0 ala,O|«@ mit ihren 
Nummern versehen, so ist die Nummerierung für alle Gitterpunkte der Ebene 
bekannt, da in allen kongruenten Quadraten, deren Eckpunkte durch « teil- 
bare Koordinaten haben, die Nummern in derselben Weise wiederkehren. 
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Die so mit Nummern bedeckte Ebene werde mit #%, bezeichnet. Für « —=4 
ist z. B. das Quadrat Q, das folgende: 


7 4» b 2 
65 \ 24 
7 «e) 5 ) 
7 2 6. 1 
2, > 
> TE FE I. 
Ye d ) 


Der Nullpunkt und die Seiten auf den Achsen werden zum Innern von @& 
gerechnet. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß auf diese Weise der Punkt »|y 
mit (x, y, a) — so schreibe ich kürzer statt P((x, y, «)) Nummern ver- 
sehen wird. Von diesen Nummern mögen P((x, y);«) zu primitiven Systemen 
gehören. Dann gehören 7 2, =) Nummern an z|y zu Systemen mit 
dem Koordinatenteiler 7, vorausgesetzt, daß x und y beide dureh 7 teilbar 
sind; nur an solehen Punkten kommen derartige Nummern vor. Das tolgt 
sofort daraus, daß die Ebene, die aus #%, dadurch hervorgeht, daß nur die 
Gitterpunkte, deren (x, y) durch r teilbar ist, mit den Nummern derjenigen 
Systeme der Determinante a bezeichnet werden, deren Koordinatenteiler 
durch 7 teilbar ist, ein linear 7-mal vergrößertes Bild der Ebene %,,,. ist, 
wobei nur an die Stelle jeder Nummer von #,.,. eine bestimmte Nummer 
von %, tritt. Deshalb ist auch 


N Ww (® y). ea dh (x, y, a), 


I T I 
I 


(2) ze, .2,)=-06.2,5). 


: ;_s 
r x T’x I 


(1.) Pa y;a)=Eu()B(l,?, 4), 


In den beiden ersten Summen durchläuft x alle Teiler von (x, y), 
deren Quadrat in « aufgeht, in der letzten ist 7 eine beliebige dieser Zahlen 


und für z sind alle Zahlen zu setzen, die mit 7 multipliziert, in (z, y) auf- 
aN 


.. >) y . . H U . . 
gehen, während « durch 7’ z° teilbar ist. Der Ausdruck b( en 3) gibt die 
T T 


Anzahl der Nummern an «|y an, die zu Systemen mit durch  teilbarem 
Koordinatenteiler gehören. 


17* 
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Um die Funktion 7 auf bekannte Funktionen zurückzuführen, be- 
achte man, daß für relativ prime Zahlen k und 4’ nach (1.) Fl, y);kk') 
= Pla, y);h)- Pl@, y);k’) ist. Da nun für k=p’, (> 2), wenn (x, y) die 
Primzahl p in der Potenz p° ( —>1) enthält, Pla, y);p)=P(&, y, pP) 
Ai »(: i : p°®) =»” oder = p’ +p’”” = w(p°) ist, je nachdem 0’ << o oder 
o —>o ist, so ergibt sich für 7 die folgende Bestimmung: 

P((x,y);a) ist gleich dem Produkt derjenigen Primzahlpotenzen 
von (x, y), die in (x,y) mit einem kleineren Exponenten als in a vor- 
kommen, multipliziert mit der Funktion w(a), wo a aus den Primzahl- 
potenzen von «a gebildet ist, die in @« mit einem nicht größeren Exponenten 
als in (x, y) auftreten. 

So ist z.B. #((6,6);60)=2-w(3)=8. #((x,y);a) ist gleich 1, 
wenn mindestens eins der beiden Argumente gleich 1 ist. 


$». 


Über die Geometrie der Ebene Z, will ich hier nur einige Worte 
sagen.”) Geht man von 0 aus in irgendeiner Richtung mit rationalem 
Richtungskoeffizienten vorwärts, so ist der erste Gitterpunkt, den man dabei 
antrifft, ein solcher, für den (x,y)=1 ist, für den nächsten ist (x,y)=2 usw. 
An dem ersten Gitterpunkt steht immer nur eine Nummer, an dem zweiten 
eine Nummer oder #(2)=3 Nummern, je nachdem @«=1 oder 0 (mod 2) 
ist usw. Der «-te Gitterpunkt, auf den man so kommt, ist immer ein 
Gitterpunkt des durch Q, bestimmten Quadratgitters. Es ist klar, daß die 
Nummer, die man zuerst erreicht, sich bei jedem Gitterpunkt derselben 
Richtung wiederholt. Denkt man sich durch alle Punkte des durch (, be- 
stimmten Gitters sämtliche (seraden mit rationalem Richtungskoeffizienten 
gezogen, so sind unter diesen Geraden immer nur w(a), die sich hinsichtlich 
der auf ihnen befindlichen Nummern von einander unterscheiden, und zwar 
ist jede an der zu einem der (a) primitiven Systeme gehörigen Nummer 


*) Den Fall, wo «=0 ist, habe ich in einer Arbeit „Über eine Kroneekersche 
Beziehung zwischen Geometrie und Zahlentheorie* (Math. Ann. Bd. 60, S. 285) etwas aus- 
[ührlicher behandelt; er ist deshalb einfacher als der Fall «>>0, weil jeder Gitterpunkt 
schon durch eine einzige Nummer gekennzeichnet werden kann. Vergl. Kroneckers Vor- 
lesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Ä. Hensel (Leipzig 1901), Bd. 1, S. 242. 
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kenntlich, die an jedem ihrer Gitterpunkte steht. Durch den Punkt x]|y 
gehen F((x, y);«) in diesem Sinne von einander verschiedene Geraden. 

Man kann fragen, welche Bedingung die Richtungskoeffizienten zweier 
Geraden des Nullpunktes erfüllen müssen, damit sie dieselben Nummern 
tragen. Diese Bedingung besteht darin, daß die als reduzierte Brüche voraus- 
gesetzten Richtungskoeffizienten m:n und m’: der Gleichung 


m m+ ka 


”» ntia’ 


wo k und / beliebige ganze Zahlen sind, genügen. Denn das System 
) ist, weil seine Determinante ein Vielfaches von «a ist, durch ein 
System (a,) teilbar; die einzige Nummer, die an m|n steht, ist also dieselbe 
wie die an m’|n', woraus die Behauptung folgt. Umgekehrt läßt sich auch 
leicht zeigen, daß wenn an den Punkten m|r und m’|n', wo (m, n)=(m', n)=1 
ist, dieselbe Nummer steht, wenn also ma — m'n=0 (mod «a) ist, zwischen 
m,n, m',n' eine Beziehung von der angegebenen Form besteht. So ist 


z.B. 3:1=(1—4):(3—4) und deshalb sind die Geraden mit den Richtungs- 
koeffizienten 3:1 und 1:3 gleichbezeichnet in Z%,. 


Durch die affine Transformation (CH). wo od—Py=1 ist, werden 
die w(a) verschieden bezeichneten Geraden des Nullpunktes permutiert. 
Die Gerade mit dem Richtungskoeffizienten m:n geht in die mit dem 
Richtungskoeffizienten (ny + md):(na+ m) über. Diese Gerade ist hin- 
sichtlich ihrer Nummern von (ny'+ mo’): (n«'+ m’) nieht verschieden, 
wenn e=«', =, y=y,!=0" (mod a) ist, so daß man nur die '[rans- 
formationen einer Kongruenzgruppe (mod «) anzuwenden braucht, um alle 
möglichen Veränderungen in bezug auf die Nummern von Z, zu erhalten. 
Aber es gibt auch Transformationen innerhalb dieser Gruppe, die keine 
Veränderung der Nummern bewirken. Denn wenn 


ny+md  m+ka 
na+md n+la 


’ .. . 5 . ° . 7 

ist für jedes m und », so führt die Transformation (75) alle w(@) ver- 
schiedenen Geraden des Nullpunktes in gleichbezeichnete Geraden über. 
Damit diese Gleichung bestehe, ist die Kongruenz 


"y—m’P+mn(d—-e)=0 (mod a) 














124 Busche, über Giüterpunkte in der Ebene. 





zu erfüllen, es muß also e=0d, =0,y=0 (mod a) sein. Daher gibt es 
so viele derartige T'ransformationen wie es Lösungen der Kongruenz 





@ =] (mod «) gibt, und die Kongruenzgruppe ist deshalb mit einer Permu- 
tationsgruppe der (a) verschiedenen Geraden 2“-stufig isomorph, wenn 2% 
die bekannte Anzahl der Lösungen dieser Kongruenz ist. 


$ 6. 

Mit Hilfe der Ebene &, läßt sich die Frage nach den Systemen («,,) 
mit gegebener Determinante @« beantworten, die durch ein gegebenes System 
(©), dessen Determinante ce in « aufgeht, teilbar sind. Zunächst kann man 
die Anzahl der nicht assoziierten Systeme («,), die durch (c,) teilbar sind, 

’ : - ; : Zi . . 
leicht angeben. Soll (e,)[ya] = (a) und auch (e,)[y;] = (4,.) r A sein, so ist 


GHBEZU Br EI] 


Daraus folgt, da diese Gleichung richtig bleibt, wenn man auf beiden Seiten 
das System (c,) mit von Null verschiedener Determinante wegläßt, 


aß ’ 
Gl ]=0%: 


! 


d.h. die Systeme (y,) und (y,) sind assoziiert. Sollen also die Resultate 
der hinteren Komposition nicht assoziiert sein, so dürfen die Systeme (y,,) 
und (z,) nicht assoziiert sein. Die Anzahl der nicht assoziierten Systeme 
(@,), die durch das System (c,) teilbar sind, ist daher gleich Z(a:c), da 
die Determinante von (y,) gleich a:c ist. 

Ein beliebiges mit («,) assoziiertes System werde jetzt mit (a; 7), 
bezeichnet, wo 7 der Koordinatenteiler und ? die Nummer des Systems ist. 
Dann kann man für (a; r), auf unendlich viele Weisen die „Normalform* 


a 


Sg | 


aufstellen, wo 7’ —n$'=1 ist. Denn man braucht zunächst für & und > 
nur zwei teilerfremde Zahlen so anzunehmen, daß »):£ gleich dem Richtungs- 
koeffizienten einer solehen Geraden des Nullpunktes ist, auf der die Nummer { 
bei jedem Gitterpunkt, für den (x, y) ein Vielfaches von 7 ist, vorkommt. 
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Da ferner an jedem Punkt, dessen (x, y) durch «:7 teilbar ist, alle Nummern 
der Systeme stehen, deren Koordinatenteiler durch 7 teilbar ist, insbesondere 
auch alle Nummern der Systeme, deren Koordinatenteiler 7 ist, so hat man 
&@ und 7 nur noch so zu bestimmen, daß SY—nd=1 ist, um ein Normal- 
system für (a; 7), zu erhalten. Diese Normalform hat vor der reduzierten 
Form eines Systems den Vorzug, daß schon der eine Punkt &7|,,r das System 
vollständig kennzeichnet, da an diesem Punkte wegen (&,,)=1 in E, nur 
eine Nummer steht, die sich auf ein System mit dem Koordinatenteiler ı 
bezieht. 

Unter Benutzung eines solchen Normalsystems für (c,) möge nun, 
wenn o der Koordinatenteiler von (c,), dieses also ein System (c;0), ist, 


mr BT > 
io E- 
17 f 
(1.) E IYir == (4,4) 
! 
7 Ö 7 > 
sein. Dann ist auch 
go © A 
(2.) Ö ( (a,,) , | In u 
no n'- he ER ER 
% N; ( 


wo mit dem rechts hinzugekommenen System beiderseits hinten komponiert 
ist. Die Gleichung (1.) ist auch eine Folge von (2.). Die linke Seite 
von (2.) ist 


a . A 
so S 
( Ö 
3.) 
( e a ‚a 
? — Nn - 
| C 0 


Die Systeme («a,), die Teiler dieses Systems sind, deren Nummern 
in &, also an den beiden Punkten dieses Systems zugleich vorkommen, 
sind nach (2.) und (1.) die gesuchten Vielfachen von (c,). Da die Nummern 
der Systeme (a,), deren Koordinatenteiler durch o teilbar ist, sämtlich an 


i „r A a . ' ° r 
dem Punkte gel, vorkommen, so braucht man in £, nur die Nummern 
0 O 


a A ” , j 
des Punktes $0—|70-—-, die zu Systemen gehören, deren Koordinatenteiler 
C € = 


durch o teilbar sind, aufzusuchen, um alle gesuchten Systeme («a,) zu 
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erhalten. Ihre Anzahl ist, wie schon auf andere Weise gefunden wurde, nach 
$ 4, Gleichung (2.) 


ol; IE, SJaefe) 
da @:0° dureh a:c teilbar ist. 

Hat man die Ebenen #, und E, beide hergestellt, so findet man dem- 
nach die Systeme (a,), die durch (c,) oder (c;o), teilbar sind, dadurch, daß 
man sich die linear «:c-mal vergrößerte Ebene £, auf %, gelegt denkt, so 
daß die Achsen zusammenfallen und die Gitterpunkte der vergrößerten 
Ebene 4’, auf den Punkten von Z, liegen, deren (x,y) durch a:c teilbar 
ist. Sucht man dann einen Gitterpunkt von E’, auf, an dem die Nummer s 
von (c,) die einzige ist, die einem System mit dem Koordinatenteiler o ent- 
spricht, so geben diejenigen Nummern des mit diesem Punkte zusammen- 
fallenden Punktes von Z,, die zu solchen Systemen (a,) gehören, deren 
Koordinatenteiler ein Vielfaches von o ist, die Systeme («a,) an, die durch 
(<.) teilbar sind. 


7. 

Auf die soeben gelöste Aufgabe kann nun die Fundamentalaufgabe 
zurückgeführt werden, zu bestimmen, wie viele und welche Systeme («,) 
Teiler eines gegebenen Systems (2,,) oder (5; 0), sind, dessen Determinante Ö 
durch «@ teibar ist. Eine Normalform von (b,) sei 


. B 
so 6 
no n— 
I 0 


Dann sind in Z, die Nummern von Systemen («a,) zu bestimmen, die zugleich 





" A ' i 
an den Punkten $o|7o und z | fr stehen. Da an diesen Punkten dieselben 


‘ > 28 | b 
Nummern sich befinden wie an $-(e, a)|n-(e, «) und .( al, a), 
so kann man an stelle von (1.) das System 


&.(e, a) (GC, a) 
n(0,«) 1"(G, a) 


(2.) 





F Be © 
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untersuchen, Es gibt, wie sich zeigen wird, ein System (c,) oder (c: 0), 
das gerade in allen gesuchten Systemen (a,) aufgeht. Um es zu bestimmen, 
setze man (2.) nach (3.) von $ 6 gleich 


io ad  @ 
so Ss 
( [97 
ad , 4 
ro ? 
A\OG %. 


Aus dieser Gleichsetzung folgt 


; 2 / e& 
(3.) (0, (a) er a) 


oder 


2 2 
A I A 


U — _— 


. b Te b ob ı 
(0. De r a) (b, a r ‚ao, a’) 6: ‚Po, a) 


da b:o aus der Klammer weggelassen werden kann, weil es durch oe teilbar 
ist. Es ist ferner nach (3.) 


4 4 Ü ) 
n = o,d 
( 5 a 2.3 ’ 





z (l d 
a \ nn 
I=(|0,« 
A ‚ / ri rb ‚) 
\o e 
a 
co (ga 
Also ist 
”. dl os l 
ft ) > (0 ad) 
u 
- kai Br mt 
(6.) ee 
} 
jr ) (@,a) 
„a 
0’ 








Daß dieses System ein Normalsystem ist, folgt daraus, daß a:(e,«) durch 
b . . - - 
(ll a) teilbar ist, weil o in b:e aufgeht. 


Nach $ 6 ist damit die Anzahl der Systeme («,) gefunden, die 
in (b; oe), aufgehen, nämlich nach Gleichung (4.) 


D(. 0; a), 
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und diese Systeme selbst ergeben sich dadurch, daß man nach dem 
Verfahren des $ 6 alle Systeme («a,) aufsucht, die durch das in (5.) 
angegebene System (c; 0), teilbar sind. Die Systeme (a,) haben einen 
INoordinatenteiler. der durch o=a:(- a) teilbar ist, und wenn x ein 


in o enthaltenes Vielfaches von o ist, dessen Quadrat in « aufgeht, so 
ist die Anzahl der Systeme («,) mit dem Koordinatenteiler z#, die in 
(b; oe), aufgehen, gleich 


.) g 


4 


r 


Der letzte Teil des Satzes folgt nach $ 4 aus (2.). 
It z.B. b=p", o=p", a=p, wo p eine Primzahl ist, so ist 
(p';p“), durch alle Systeme mit der Determinante p” teilbar, wenn vr — u 


ist; o ist dann gleich 1, und die Anzahl der Systeme («a,) mit dem Koor- 


dinatenteiler 2=p' <p" ist v(Z)=p Hp, wenn r>2/, =], wenn 
v—24 ist. Wenn zwar r>u, aber u — 4 >r—24 oder r<u+4 ist, so 
ist die genannte Anzahl ebenfalls gleich v(); wenn aber 1 —A<r— 24 
oder v>u+7 ist, so ist sie gleich p“. Dabei ist o=p’""*“, wenn 
v>n—ı ist; dann muß A>r—n+u, also r<n— u+) sein. Natürlich 
ist immer A<u. 


S8. 


Zwei Gitterpunkte mögen in bezug auf das System (m,) homolog 
genannt werden, wenn sie zu den Gitterpunkten des durch (m,) bestimmten 
Punktgitters dieselbe Lage haben, wenn also ihre Koordinatendifferenzen 
IM ll + Mio My May lt + Mn tta, Sind, WO At, ganze Zahlen bedeuten. 
Irgend ein Parallelogramm vom Inhalt m des zu (m,) gehörigen Punkt- 
gitters enthält demnach ein System von m nicht homologen Gitterpunkten 
in bezug auf (m,), und irgend ein anderer Gitterpunkt ist mit einem dieser 
m Punkte homolog. Während also die Verteilung der Gitterpunkte in den 
Parallelogrammen zweier assoziierten Systeme im Sinne des $ 3 im allge- 
meinen wesentlich verschieden ist, ist doch jedem Gitterpunkt des einen ein 
homologer Punkt des anderen zugewiesen. Ist (m,) primitiv, so gibt es 
demnach Systeme von nicht homologen Punkten, die aus » auf einander 
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folgenden Gitterpunkten einer Geraden bestehen, da man den 'Iypus eines 
zu (m,) assozlierten Systems in entsprechender Weise auswählen kann. Ein 
System von » nicht homologen Punkten in bezug auf (m,) kann zugleich 
ein solches in bezug auf ein mit (m,) nicht assoziiertes System mit dem- 
selben Koordinatenteiler sein, im allgemeinen trifft das jedoch nicht zu. 
Sind aber die Systeme nicht äquivalent, so kann eine solche Überein- 
stimmung überhaupt nicht stattfinden. 

Von nun an werde die Voraussetzung, daß die Determinante eines 
Systems —>0 sei, nicht immer beibehalten. Zwei Systeme (n,) und (7, 
sollen in bezug auf ein drittes System (m,,) — den Modul — für das m > 0 
ist, kongruent oder Reste von einander heißen, wenn die beiden Punkte \, 
und N, von (n,) beziehungsweise den beiden Punkten /, und R, von (1, 
in bezug auf (m,) homolog sind. Definiert man die (assoziative und kommu- 
tative und mit jeder Komposition distributive) Addition und die Subtraktion 
zweier Systeme in bekannter Weise durch die Gleichung 


! ! Bi ER. 
e11 612 cıCcı2\ __fCn—Cı RC? 
# Rus ı e ) | > mu) ns 
so ist die Kongruenz 


N)Z(r,) (mod (m,,)) 
gleichbedeutend mit der Gleichung 
(1.) (n,)= (m) [ua] + 0u)- 


Da man jeden Punkt eines zu (m,) gehörigen vollständigen Systems 
von nicht homologen Punkten als einen Punkt A, und auch als einen Punkt 
Rt, auffassen kann, so gibt es m”? verschiedene Reste des Moduls (1,,), die 
zugleich in bezug auf jeden mit (m,,) assoziierten Modul ein vollständiges 
hestsystem bilden. 

Man kann in (1.) bei gegebenem (n,) und (m,) den Rest (7,) so 
bestimmen, daß, wenn (n,) durch (m,) teilbar ist, e9)=(H0); und wenn das 
nicht der Fall ist, O<r<<m wird. Der Beweis dieses Satzes beruht auf 
dem folgenden, leicht zu beweisenden geometrischen Satze: Ein durch einen 
Eekpunkt eines gegebenen Parallelogramms und zwei beliebige in dem 
Parallelogramm liegende Punkte bestimmtes Parallelogramm ist kleiner als 
das gegebene Parallelogramm. Sucht man nun die homologen Punkte zu 
den Punkten N, und N, in dem Parallelogramm 0 ./, M,M, von (m,) aut, 
18* 
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so werden diese Punkte, wenn nicht \, und N, homolog sind, von mindestens 
einem Eckpunkt des Parallelogramms aus gesehen so liegen, daß der zu \; 
homologe Punkt links von dem zu N, homologen Punkt liegt. Die rela- 
tiven Koordinaten dieser beiden Punkte in bezug auf den genannten Eck- 
punkt von 0 M, M, M, nehme man als die Zahlen »,, an, wodurch A, und %, 
bestimmt sind. Dann ist O<r<Zm. Wenn die Punkte \, und N, homolog 
in bezug auf (m,) sind — in diesem Falle kann keiner von ihnen mit 
einem Gitterpunkt von (m,) zusammenfallen, außer wenn RW) (0) 
(mod (m,)) ist —, so kann man als den erwähnten Ecekpunkt von 0 M, M, 1, 
den Nullpunkt nehmen und darauf den Punkt 7,, der mit /?, zusammenfällt, 
durch den nächsten homologen Punkt ersetzen, der von 0 aus gesehen links 
von Zt, liegt. Dann ist wieder 0O<r<<m. Durch (r,) sind die Zahlen (1.,,) 
in (1.) eindeutig bestimmt. 

Nun kann man mit (m,) und (r,) genau so verfahren, wie vorher 
mit (2,) und (m,) und kommt durch diese dem Euklidischen Algorithmus 
entsprechende Vorschrift, weil die Determinante der Reste immer kleiner 
wird, schließlich zu dem Rest #4 Der vorhergehende Rest ist, wie ebenso 
gezeigt wird wie in der gewöhnlichen Zahlentheorie, ein größter gemein- 
samer Teiler von (,) und (m,), d.h. ein System, das durch alle gemein- 
samen Teiler von (n,) und (m,) teilbar ist. Das Verfahren ist wegen der 
Willkür, die in der Auswahl der Reste vorhanden ist, kein vollständig durch 
(n,) und (m,) bestimmtes, aber zwei verschiedene größte gemeinsame Teiler 
sind assoziiert, weil sie durch einander teilbar sind. Zwei Systeme heißen 
relativ prim zu einander, wenn ihr größter gemeinsamer Teiler die Deter- 
minante 1 hat. 


sr 
Je 


Die zu zwei Systemen (a;r), und (a :;r'), gehörigen Punktgitter haben 
vewisse Gitterpunkte gemeinsam, die ein System (m;o), bestimmen. Dieses 
System ist durch die beiden gegebenen Systeme teilbar und möge das 
kleinste gemeinsame Vielfache von (a;r), und (a':;r'), heißen. Ist m=a«', 
so sind (a:r), und (a';r'), relativ prim und umgekehrt; ist m ein echter 
Teiler von ««@, so haben (a;r), und (a’;r), einen größten gemeinsamen 


Teiler mit von 1 verschiedener Determinante. In dem ersten Falle soll 
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(m;o), als das Produkt von (a;r), und (a’;7), bezeichnet und 


(m; 0), = (a;r), (a’;t), 
gesetzt werden. Eine solehe Gleichung enthält nur eine Aussage über die 
zu den darin vorkommenden Systemen gehörigen Punktgitter: das Zeichen 
(a;r), 2. B. bedeutet ja irgend eins der unendlich vielen assoziierten Systeme, 
die in &, durch die Nummer ? gekennzeichnet sind. Diese Multiplikation, 
die sofort auf beliebig viele relativ prime Faktoren ausgedehnt werden kann, 
ist assoziativ und kommutativ. Es ist leicht, wenn man z. B. für («;r), und 
(a';'), die reduzierten Systeme wählt, die Koordinaten des Produktes und 
allgemeiner die des kleinsten gemeinsamen Vielfachen und auch die des 
größten gemeinsamen Teilers aus den Koordinaten der gegebenen Systeme 

zu bestimmen, doch kann das hier unterbleiben. 
Die Definition des Produktes führt zu dem folgenden Zerlegungssatz: 
Sind die Determinante @« und der Koordinatenteiler 7 eines Systems 

in Primfaktoren zerlegt 
am m pi und = IL p;' 0< u,< >); 


e=1 
so ist 
(aD, = (PP), 
==] 

Jedes der Systeme rechts ist eindeutig bestimmt, denn nach dem Satz 
des $ 7 ist (az), nur durch ein System mit der Determinante p7' teilbar, 
und zwar gerade durch ein System mit dem Koordinatenteiler p“. 

Wenn a gleich einer Primzahl p, also -=1 ist, so ist (p: 1), 
durch sich selbst und durch das Svstem mit der Determinante 1 teilbar. 
Ein solches System möge ein Primsystem heißen. Ist «= p" und =1, so 


nur 


ist (»” ; 1), nur durch je ein System von der Determinante 9° (o—=0,.1,2,...) 
teilbar. Wenn aber 7 = p»“ (0 <u< =) ist, so ist die Anzahl der Teiler 


—o9 
mit der Determinante 9° für o=0,1,2,... « gleich $ (p"” 
ferner für o=u+1,...n— u gleich $(p“) und für o=n— u+1,...7 gleich 


$b(p"”). Die Gesamtzahl der Teiler ist also gleich 
a+1l+(a—-V)p+(an—3)p ++ (a2 u+1)p*. 


Aus dem Begriffe des Produktes folgt unmittelbar, daß, wenn ein 
Teiler von (a; 7), einen Faktor hat, dessen Determinante eine Potenz von p 


[# 


PP)=Pbp), 
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ist, dieser Faktor auch in dem Faktor (p/; pf:),, von (a; r), aufgeht. Daraus 
ergibt sich: 
Die Anzahl aller Teiler von (a; r), ist gleich 


la; [ (;+1+(n,— 1) p ++ 20, +1) p). 


Dieselbe Anzahl wird auch durch 2 (2, T, d) angegeben, wo d 
alle Teiler von « durchläuft. 

Für a=36,7=6 — das einzige derartige System hat die Nummer 76 — 
ist z.B. 7(36 56), = (3+2)-(3+3) = 30. Es gibt also 30 Punktgitter, 
die in jedem Punkt, für den (x, y) = 6 ist, einen ihrer Punkte haben. 

Aus dem Schluß von $ 7 folgt noch leicht. daß die Anzahl der Teiler 


v 2 . “ 
von (a; r),, die den Koordinatenteiler <= /71p“ (0 <4,< u,) haben, gleich 
ie] 


v pri 2; 1 ai 
(2 Fe ed “(m —2u,+1)) 


1St, 

Über die Multiplikation der Systeme werde noch folgendes bemerkt. 
Da bei dem Zukldischen Algorithmus die Komposition und nicht die Multi- 
plikation benutzt wurde, so kann man daraus nicht schließen, daß das Produkt 
zweier relativ primer Systeme nur durch die in einem von ihnen aufgehenden 
Systeme teilbar wäre. So ist z.B. das Produkt zweier nicht assoziierter 
Primsysteme, deren Determinante » ist, nicht bloß durch diese beiden Systeme, 
sondern durch alle +1 Systeme der Determinante p teilbar, weil dieses 
Produkt den Koordinatenteiler » hat. Für Systeme, deren Determinanten 
relativ prim sind, gilt der angegebene Satz. 


$ 10. 


Um die Anzahl der Systeme eines vollständigen Restsystems (mod (a; 7),), 
die zu dem Modul relativ prim sind, zu bestimmen, ist die folgende Betrach- 
tung voranzuschicken. 

Zwei Systeme (a; r), und (a; 7’),, deren Determinanten « und « 
relativ prim sind, bestimmen je ein Punktgitter, und diese haben das zu dem 
Produkt (a; r), (a'; 7’), gehörige Punktgitter gemeinsam. In einem Parallelo- 
gramm P,,, dieses Gitters liegen aa’ Gitterpunkte, von denen außer dem 
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q 


Nullpunkt @—1 zu dem Gitter von (a; r), und @«— 1 von diesen verschiedene 
zu dem Gitter von (@'; 7’), gehören. Die « zum Gitter von (a; r), gehörigen 
Punkte (einschließlich des Nullpunktes) bilden ein System von nicht homo- 
logen Punkten in bezug auf («a’; 7'),. Denn wären zwei von ihnen homolog, 
so wäre der Eindpunkt der mit ihrer Verbindungsstrecke gleich langen und 
parallelen vom Nullpunkt ausgehenden Strecke ein Punkt, der zugleich dem 
Gitter von (a;r), und von (a; T'), angehörte, während er doch innerhalb 
des Parallelogramms /,,, oder eines anliegenden kongruenten Parallelo- 
grammes liegt. Daher bilden die «” Systeme, die durch diese « Punkte 
bestimmt sind, und auch die «” Systeme, die aus ihnen hervorgehen, wenn 
man zu allen dasselbe beliebige System (r,,) addiert, ein vollständiges NRest- 
system (mod (a; 7),). Daraus folgt, daß von den a’a” (mod (a; 7), (a; T'),) 
inkongruenten Systemen genau eins einen beliebig vorgeschriebenen Rest 
(mod (a; T),) und einen solehen (mod («'; r'),) hat, und deshalb ist die Anzahl 
der (mod (a: r),(a’; r'),) inkongruenten Systeme, die zum Modul teilerfremd 
sind, gleich dem Produkt der entsprechenden Anzahlen für die Moduln (a; 7), 
und (a; 7)». Diese Anzahl braucht daher nur für einen Modul, dessen 
Determinante eine Primzahlpotenz ist, bestimmt zu werden. 

Zwei Systeme sind dann und nur dann relativ prim, wenn sie nicht 
durch dasselbe Primsvstem teilbar sind. Ist nun (p”; 1), ein primitives 
System, so ist es nur durch ein Primsystem (p; 1), teilbar. Man findet also 
die Anzahl aller (mod (p”; 1),) inkongruenten und zum Modul teilerfremden 
Systeme, indem man von der Anzahl aller p"" inkongruenten Systeme die 
Anzahl derjenigen abzieht, die durch (p; 1), teilbar sind. Da p""" Gitter- 
punkte des Gitters von (p; 1), in einem zu (»”; 1), gehörigen Parallelogramm 
liegen, so ist die Anzahl der durch (p: 1), teilbaren Systeme gleich p»°” 
und deshalb die gesuchte Zahl 


(1.) Y Pr D,=p"-(1- ni, 


Hat dagegen das System, dessen Determinante die Primzahlpotenz y“ 
ist, den Koordinatenteiler (0<u< =), so ist es durch alle Primsysteme 
(1), @=1,2,..9g+1) teilbar. Daher ist jetzt (4+1)9’””"* von g”* abzu- 
ziehen. Dann sind aber die Vielfachen von (,): die durch alle (9; 1), 
teilbar sind, (9+1)-mal in Abrechnung gebracht, während ihre Anzahl nur 
einmal abgezogen werden darf. Diese Anzahl, die gleich y’°* ist, weil 7” 
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Gitterpunkte des Gitters von ($,) in dem zu (g*;g“), gehörigen Parallelo- 
gramm liegen, muß also g-mal wieder addiert werden; die gesuchte Zahl 
ist daher jetzt 


2) 9a NP -Q+ DH ll - „) Er% 


Für ein aus verschiedenen Primzahlen zusammengesetztes « ergibt 
sich die entsprechende Anzahl durch Multiplikation der für die einzelnen 
Primzahlpotenzen von « geltenden Anzahlen. Somit ist folgender Satz be- 
wiesen: 

Hat ein System (a; r), die Determinante und den Koordinatenteiler 
(= m pi 1 g5) und’ = 1 5, 


i—1 jel 


so ist die Anzahl der mod (a; r), inkongruenten und zum Modul teiler- 
fremden Systeme gleich 


a;9,=d n(t- ")ir(ı- 1)(1-} 


Ein dem Gaußschen Satz über die Zulersche Y-Funktion, wonach 
die Summe aller „-Funktionen der Teiler einer Zahl gleich dieser Zahl ist, 
entsprechender Satz gilt auch für die Funktion p(a:r). Der Gaußsche 
Beweis läßt sich aber ohne eine nicht ganz einfache Erörterung über kom- 
plementäre Teiler eines Systems nicht übertragen. Dagegen macht es keine 
Schwierigkeit, sondern erfordert nur eine etwas langwierige, wenn auch 
ganz elementare Rechnung, die in Dirichlet-Dedekinds Vorlesungen über 
Zahlentheorie ($ 14) angegebene Beweismethode zu verallgemeinern. Der 
Beweis braucht nur für ein System (p";p“), geführt zu werden. 

Da nach $ 7 die Anzahl der Teiler mit gegebener Determinante und 
gegebenem Koordinatenteiler — nur von diesen Zahlen hängt die y-Funktion 
des Teilers ab — bekannt ist, so kann man die Summe S der «-Funktionen 
aller Teiler berechnen. Man zerlege S in die Summen 5’ und S”, von 
denen die erste sich auf alle primitiven Teiler, deren y-Funktion nach (1.) 
berechnet wird, die zweite auf alle übrigen T'eiler bezieht, wobei die Gleichung 
(2.) anzuwenden ist. Man findet, da y(1;1),=1 ist. 


S=-14Pfp+D+Po@ + tr +P"@*+ pP”) 
+ (put 1) + prut+n + + pP) perl —— =): 
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UL 


— 
} — 


1 


IM x 


dr 2 + pP" (p+ 1) + pt (p? +») + + per (pr? 4 , 


+ Tui ze + Zu NT pe (1 Br „J(ı _ >) 


_ 


und nach Ausführung der angedeuteten Rechnungen 
S = s' + h u nd gr, 
Damit ist der Satz bewiesen, der durch die Gleichung 
uiid e\ a} 
Zy(d;T,),= 4 


ausgedrückt wird, wo die Summe auf alle Systeme, die in (a;r), aufgehen, 
zu erstrecken ist. 
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Sur les forces donnant lieu ä des trajectoires coniques. 
Par M. Cyparissos Stephanos, a Athenes. 


| doc - 
Noit, dans un plan AOY, un point (x, y) sollicit€E par une force 
acc£@leratrice 
d’ d’y 


rn 
Wr 
Fe a. 


, =Y 


dont les deux composantes Ä et Y sont des fonetions des coordonnees de 
ce point. Je me propose d’examiner dans ce qui suit dans quels cas les 
trajecetoires du mobile sont toutes des coniques, quelles que soient les con- 
ditions initiales. 

Ce probleme a deja et€ examine par Dertrand,*) dans le cas oü la 
force (X, Y)) aurait en chaque point une direction unique en general. Bertrand 
demontre que, dans ce cas, la force doit passer par un point fixe ou 6tre 
parallele & une direction fixe.”*) 


*) Bertrand: Note sur un probleme de la Mecanique, Comptes Rendus, 1877, 
t. 88, p. 731 et s. Bertrand avait deja pose le probleme dans une Note anterieure: 
Sur la possibilite de deduire d’une seule les lois de Kepler et le principe de lVattraction 
(ibid. p. 673). 

**) Voieci ce que Bertrand dit a ce sujet (loc. eit. p. 731): „Si l’on suppose, en 
un point, la vitesse dirigee dans le sens de la force, le rayon de courbure de la trajectoire 
en ce point sera infini; or une conique dont en un point le rayon de courbure est infini 
est necessairement une ligne droite, et des droites en nombre infini, puisqu’il en passe 
par chaque point, sont au nombre des trajectoires possibles. es droites ne peuvent 
d’ailleurs se couper qu’en un point, ou la direction de la force soit indeterminee, et 
l’on en conclut qu’elles doivent &tre paralleles ou passer par un meme point. .... Cette 
condition introduite dans l’enonce fait disparaitre la difficulte et la complication des 
caleuls. “ 

Il est clair que Bertrand n’a pas songe a considerer le cas ou la force corre- 
spondant ä un point donne serait A plusieurs determinations ayant des directious diffe- 
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L’examen du cas general, otı la force (A, Y) n’est pas necessairement 
A direction unique, nous a conduit A ce resultat qu’en dehors des solutions 
comprises dans le cas consider& par Bertrand, notre probl&öme n’admet aucune 
autre solution. Nous avons en effet demontre que foute force (X, N) farsant 
deerire au point mobile une conıque quelles que soient les conditions initiales 
doıt passer par un pomt füre ou Etre parallele a une direction fixe. 

En achevant l'applieation de notre methode A la determination des 
forces centrales ou & direction fixe faisant mouvoir un point suivant des 


coniques, nous avons retrouve les resultats connus, dus A Darboux et 
a Halphen.*) 


I. 


1. L’&quation differentielle des eoniques est, comme on sait 


e ’y\ - d’y d’y d’ d’y\? 
g‘ yfe L) 45 yd’ydiy +40 ( l y) ei 


da’ \dx dx* dx’ dx? dr? 


’ 


Si dans cette &quation on introduit, au lieu des derivees de y par 
rapport & x, les derivees «', y',2”, y",... de x et y par rapport & une variable 
independante queleconque, on obtient le r&sultat: 


[ 912)?C15) +45(12)° (24) — 45(12)(13) (14) 
a | +40(13)° — 90(12)(13)(23) = 0, 
etant Pose 
A2)=ay'— ya, GB=ry/"—-yer",... 
et en general 
Gyr yD yOro, 


rentes (chaque determination variant d’une maniere continue avec = et y). Si Von 
sS'attache cependant a tirer du raisonnement de Bertrand une conelusion valable dans 
le cas d’une force a direction multiple on arrive a ce resultat que: si toutes les trajectoires 
du mobile: sollieitE par une force (X, Y) sont des coniques, il faut bien que parmi ces 
trajectoires soient comprises toutes les droites tangentes a une courbe donnee, ce qui exige 
que le force (X, Y)) soit constamment tangente a la courbe en question (propriete ex- 
primee par l’equation differentielle E=0 du present travail). 

*") C. R., t.88. On doit aussi a Halphen le resultat important suivant: „Si 
toutes les trajectoires d’un mobile (x,y,2), sollieite par une force (X, Y, Z) dont les 
composantes sont des fonctions des coordonnees du mobile sont des courbes planes, cette 
(orce doit passer par un point fixe ou ©tre parallele ä une direction fixe.“ 


19* 
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La relation (1.) eonstitue ainsi la condition necessaire et suffisante 
pour que la trajectoire d’un point mobile, dont les coordonnees (x, y) sont 
donnees en fonetion d’une variable queleonque, soit une conique. 

Pour exprimer maintenant que toutes les trajectoires d’un point mobile 
(x, y), solliecite par une force (A, F) dont les composantes A, Y sont des 
fonetions des coordonnees x, y, sont des coniques, il suffit d’exprimer que la 
relation deduite de (1.) en y remplacant 


" 


X ety'prXef, 


> y = 


rn \ rm OX oO y 
a ey par > „+75 «+2 2,3 


„rm er „2 a u’ 0’X "2 ; oX 
u > dei ade > TR TE PIE: PORn 


est satisfaite quelles que soient les valeurs de x, y,«', y'. 
La condition en question est ainsi exprimde par l’&vanouissement 
identique de l’expression suivante: 
(2.) 45 (Yd— Ay) E+I9Y—Ay)F+G, 
ou 
E=FY,X+,—-A)AF—-X,P°, 
F=[12]5+5[12]2’—5 2. A — 10[13][23], 
G—=9[12 D—45[12][13] U+40[137, 
etant pose 
12]= Yı!— Ay, 
13]-(Ha+ Bye Kat Ky)y, 
23I=-(Ka+hy)XA-(Na+KyyY, 
A=-(F,A+F, HX!—- (N A+N,Ny, 
B=(F,"—- X y)\ N" +Ny)+ Re Ay) +F,Y) 
+3[(I,0 + Foy)"- Aut Aoy)y]A 
+3[f.0"+ Pay)" — Anl +Aay)y)F, 
BP=(Y,"” +2 1.0 y Hay) XA- Au +2 Ay +4 Ay, 
"(+2 ac y +4 lay)e - Au +2 Inc yHAayı)y, 
D=(Fu +3 Far y+3larty? + Pay?)a 
Au +3 An." y+3Xady +Äay)y, 
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les indices 1 et2, ajoutes aux symboles A et }, designant des derivees par- 
tielles par rapport aux variables x et y (comme, par exemple, A, 52) ”, 

Les expressions E, Fet @, qui figurent dans la formule (2.), @tant des 
polynömes homogenes par rapport A’, y', de degres respectifs 0,3 et6, on 
voit que l’&vanouissement identique de l’expression (2.) est &quivalente au 
systeme des trois conditions suivantes: 


E=0, F=0, G=0, 


dont les deux dernieres doivent avoir lieu quelles que soient les valeurs 
de «’ety. 


Il. 
Sıgqnıfrcation de la condition E=V. 
2. L’&quation differentielle 
E=Y A’+(-—-X)AY-A,1’=0, 


pouvant &tre &erite comme il suit: 


2) (@ ss & (2), e 5) Ss 


exprime que les deux fonetions 


Y 2Y—yX 
;- et Bun 
Ä X 
doivent &tre liees entre elles par une relation, e’est-A-dire que les fonetions 
—Y,Xet«/—yX doivent &tre lies par une relation homogene 


f-Y,X,2Y-yX)=0. 


L’equation E=0 sıgnifie aimsı que la droite passant par le point (x, y) 
et ayant la direction de la force (X, Y) correspondante reste toujours tangente 
a une courbe fixe, celle ayant pour equation tangentielle: 


vv, w)=Q0. 


*) Dans ce qui suit nous continuerons a employer les indices 1 et2 avec la meme 


signification. Par exemple (M—2 N) denotera la derivee Ep (M—2N). 
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Il est aise de voir que la m&me €quation #= 0 exprime la condition 
pour que l’equation differentielle Fx' — Xy' = 0 represente un systeme 
de droites. 


II. 
Formules ayant heu dans le cas ou E=\. 


3. Si dans les expressions de F et @ on remplace «’ par A et y' 
par F on obtient: 
F(X,N=-15&?, 
G(X,N= 40E?. 
On voit par la que chacune des identites 
F=0, G=0 


implique la relation Z=0. 

En profitant de la relation #=0 on peut mettre les expressions F' 
et (7 sous des formes facilitant considerablement l’etude de notre probleme. 

Aussi allons-nous donner quelques formules, valables dans le cas oü 
E=0, qui nous seront fort utiles par la suite. 

4. Dans le cas ou &=0 les expressions [13], [23] et A du n® 2 
sont evidemment divisibles par 


[12]= Yr'— Xy.. 


En supposant done que £=0, on peut poser: 


[13]=[12][Ka’+Ly, 
[23]=[12] 7, 
A=[12] X, 


ou Ä,L, M, N designent des fonctions de x et y. 
On aura ainsi: 





KuKX-M, 

ai ENG 
Y,=KY, 
Kir 
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et 


(4.) M+N=KX+HLY. 


On remarquera que les formules (3.) se permutent entre elles lors- 
qu’on &change entre eux A et F, K etZ/, ainsi que les indices 1 et2, De 
cette maniere les formules relatives A }, et Y, peuvent ätre deduites de celles 
relatives & A, et A}. 

5. En partant des formules (3.) et (4.) on trouve: 
Xı=KAÄ+K,—L)Y+K’X—-2KM, 
Aa=1l,X+L(KX-M), 

Xun=(L+L)X, 

Yı=(K+K’Y, 
Ya=K,Y+K(LY-M), 
IY%a=12LY-(R-L)X+1l’Y-2LM 





et aussi: 


i | M=-(K,-L)Y+KM, 
6) M= (KR-L)X+LM, 

; = K.X+KY+K(N-M), 
1 N= LX+LY+L(N-M). 


De plus les Egalites 
(M,): Sa (M,), > (N) . (N;), 
eonduisent & la relation: 
(8.) (Ka —LJ)AXÄ+(K2— 1.) Y=3(K,— L)M. 
On a enfin les relations: 
Au=KunA+(K»a—L)Y+3K, KY+3(K—L)Y—-3K,M 
+ K’X-3K’M, 

Zu =luÄ+K LÄ+K,LY+2L KX-L, LY-2LM 

+ K’LX-2KLM, 
X2=12 X+21,LX+1,KX-L,M+KUX-ILM, 
Aya=(1l2a+31,1.L+1L9)X 


(9.) 
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et quatre autres qui s’en deduisent par l’&change des symboles X et F, 
K et L et des indices 1 et 2. 

6. En utilisant les formules precedentes on reconnait que les ex- 
pressions D, B’, U et D sont toutes divisibles par [12] dans le cas oü 
E=0. Cette propriete trouvera son application dans ce qui suit (n” 7 et 13). 


IV. 


Integration du systeme F=0. 


7. Le systeme de relations F=0 implique, comme nous savons 
(n’ 3), la condition E=0. On peut done utiliser les formules du $ III pour 
simplifier expression de F, sous la supposition que E=0. 
On obtient ainsi 
F=[12]F', 
etant pose 


F'=3(KXA+K,N)X+3(1,X+L M)y 
—5(K,—L) (Y&—- Ay)-(M+N)(KX+Ly). 


On voit par la que l’evanouissement identique de l’expression F 
equivaut, dans le cas oü l’on suppose deja E=0, A l’evanouissement 
identique de l’expression F’, c’est-A-dire au systeme des deux &quations diffe- 
rentielles: 

3(KX+K,N)—5(K,—L)Y=(M+N)K, 
3(L.X+1L,N)+5(ßR—-L)X=(M+N)L, 


equations qu’on peut aussi eerire comme il suit: 


3(N—-2M), -11R—-L)Y=4N—2M)K, 
an, , (N e 


3(N-2M),+11(K—L)X=4N-2M)L, 


en vertu des formules (6.) et (7.) du n°5. 

8. En differentiant la premiere des &quations differentielles (10.) par 
rapport & y et la seconde par rapport & © et retranchant les resultats, on 
arrive, par suite de la relation (8.), & l’equation remarquable suivante: 


(K—L)(N-2M)=0. 
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Cette equation fait voir que le systeme F—0 exige que l’on ait soit 
k,—L,=0 soit N—2M=0. Pourtant les &quations (10.) laissent voir 
immediatement que, dans le cas oı N— 2 M—0, on doit avoir aussi, — L,—0. 
On arrive ainsi au resultat suivant: 

Le systeme F=0 exige que Fon aıt. a cöte de la condition E=Q. 


cette audtre: 


(11.) AN! 


9. La eondition %,—1L,=0 exprime que les deux fonetions A et /, 
constituent les derivees partielles par rapport aA x et ä y d’une m&me fonetion. 
On peut done poser: 


Les relations 


(du n°4), donnent alors 


d’ou l’on deduit que les fonetions A et Y sont de la forme: 
X=Tg, = Th; 


g designant une fonction de x et h une fonetion de y. 
Si l’on exprime maintenant que les foncetions A=7g et F=Th 
satisfont A l’equation differentielle 


BER RE SKI Lr=0, 


on trouve qu'on doit avoir: 
PT’ — g)yh=0, 
c’est-A-dire 
Hohl, 


ı designant une constante.”) 
Dans le cas ot +0 on peut poser 


g=hla—a), h=ıkly—yı), 


*) La supposition gk=0 conduit a une partie des solutions correspondant au 
cas ou g=h,—=0. 
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tandis que si A=(0 on aura 


g=a, h=b 


(2, Y,«a,b designant des constantes). 
On obtient ainsi le resultat suivant: 
Les conditions E=0 et y—L,=0, impliquees par les conditions 
F=0, expriment que les fonchons A et Y doivent etre soit de la forme 
ÄA— (0 — 2) m Y=,4 Yy—Yı) T, (ot 20) 
sort de la forme 


=ıaT, Y=bT, 


c’est-a-dıre que la force (X, Y), supposee non constamment nulle doit etre soit 
centrale sort parallele a ume direction fixe. 
En d’autres termes /a relation homogene 


f-H,A,2!-yA)=0, 
dont il a ete question au n? 2, dot Etre Ineaire en vertu de la relation 
R-L=d. 
10. Si dans les relations 
A,=hAX-M, 
BR=LY/—-M, 
M+N=KA+LY, 

du n’4, on pose 


K= H . L= a, 
AÄA=1lg, /=Th, ((üg=h=I) 
on obtient: 
f M=-Ti, 


a8.) IN= T,g+T,h+Ti. 


Les €quations (10.) du n’ 8 deviennent ainsi: 


(Tg+T,h+>T), _4T, 
To+Tıi+3n 53T 


le 7 


(T,9+T,h+3T3),_AT, 


To+T,h+3Ti ° 37T! 
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d’ott, par integration, on trouve: 
4 
(13.) T,y+T,h+3Ti=3uT?, 
u designant une constante. 


Il est & remarquer que le cas partieulier, dont il a et€ question au 
28 oa R—-L,=0 ee N-2WV/=0, d’est-A-dire 


Ty+T,h+3Ti=0, 


eorrespond simplement au cas ol u =. 
11. En posant dans la relation (13.) 


= ur 
on obtient: 
(14.) y+nh+u=ko,. 


Dans l'integration de cette &quation differentielle il y a & distinguer 
les deux cas suivants: 
I. Lorsque A#V0 et 


geka—a), h=4y-—yı). 


Dans ce cas l’equation (14.) exprime que o doit &tre de la forme 
‚Mi 
Pla—a, y—-y)t ,’ 


$ designant une fonetion homogene du premier degre des deux differences 
“ . U—WU 
”—L, Y—Yı, eest-A-dire de la forme (@—.2,)Y (2 ! ). 


YA 9 


N 


II. Lorsque A=0,y9=a,h=b. Dans ee cas l’&quation (14.) devient: 
a0, ++ u=0 


et exprime que o doit etre de la forme: 
p(ay— ba) — —, 


ylay—bx) designant une fonetion arbitraire de ay— bi. 

12. On voit ainsi que l’integration du systeme F=0 conduit aux 
resultats suivants: 

Les fonctions X, Y satisfarsant au systeme F=0 sont de la forme 


Zi VESTE, 


20* 
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OU 


g=hh=0, ll. 


SI A#+0, g=4la—a), h=kly— y), la fonction T est de la forme: 


[® 2, y—y)+ ur 


P designant une fonchon homogene du premier degre des differences <— x, 
y—y, et u une constante. 


S, au contraire, L=V, g=a, h=b, la fonction T est de la forme 


[vs — ba) — =, 


ylay— ba) designant une fonction arbitraire de ay—bx et uw une constante. 


V. 


Integration du systeme G=0. 


13. Nous savons que le systeme d’equations differentielles 7 exige 
que Von ait #=0. Or, en supposant que E=0 et en utilisant les for- 
mules du $ III, on reconnait que l’expression ( peut &tre e&crite de la 
maniere suivante: 

G=[12]@, 
etant pose: 
@= [111] + 3[112] y + 3[122]2’y?+[222]y°}, 
ou 
111]=9A,—185A,K+4A°, 
112]=6A,.+31,1-6%; K—-61,K—6K,L+4K’L, 
122)=34,+612—-6%,; L—-61,L—-61,K+4KL, 
1222]=91.-181,L+41. 
On voit ainsi que l’evanouissement identique de l’expression (7 con- 


duit d’une part & la condition E=0 et d’autre part A l’&vanouissement 
identique de l’expression @', c’est-A-dire aux &quations: 


(15.) 111]=0, [112]=0, [122]=0, [222]=0. 


RE 
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14. En €galant maintenant & zero les trois expressions 
[111).,-[112],, [112], -[122],, [122], — [222], 
on obtient les relations: 
321-824 K-12XK, 28’ 2-0, 
(16.) 32: —442, 1-42, K-6K,12—61,2+8KLR2=0, 
322—-802,L-121,2+8P 2=0 





etant pose 
2=Kk,—L.. 


D’autre part, par suite de la relation (8.) du n’5, on a: 
2,X+02,/=32M. 


D’ou Yon deduit, par differentiation et en utilisant les formules (3.) 
et (6.) du $ III, les relations: 
(+2, = M-3LT, 


17. 
a 2.X+ 22 Y=42,M+3R X. 


L’elimination de £2,,, (2:, (2, entre les relations (16.) et (17.) conduit 
maintenant aux resultats suivants: 


42 (KX+LY-3M)=(-6K,Y-6L,Y-12K,X 
+8K?X+8KLY-IRY-12KM)R, 


402,(KX+LY-3M)=(-61,X-6 K,X—121,Y 
+81? V +8KLX+IRX—-12LM)R. 


qu’on peut aussi Eecrire comme il suit: 


| QUN-2M)=[-3(N-2M) + -RY+5KN-2M))R, 
(A18) 


9) a % . 7 
el 2X+5L(N—2M)]2. 


2,N-2M)=[-3(N-2M),- 02 





L’elimination de 2,, (2, entre ces relations et la relation 


2 X+R,Y=3Q2M 
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donne: 


(19) [B3ACN—-2M), +3 /(N—-2 MN), —-(N-2 1) (2M+5N)]2= 
D’autre part, en €crivant les relations (18.) de la maniere suivante: 


(N—2M), 21 »Y 


A]= +3 Na an T, 
(N—2M), ,21 0X -_,_ 
[2]= ; San tan Pe 


et en egalant & zero Be [1l.—[2],, on obtient la relation: 
21 21 m 
19 mt (van) —, 
soit 
(20.) [21X(N-2 M), +21 Y(N-2M),—(N-2M)(2M+41N)]2=0 


La comparaison des relations (19.) et (20.) donne enfin 


(N-2M) [7@M+5N)—-(2M+41N)] 2= 
soit 
(21.) (N-2MY2=0 


La relation (21.), ä laquelle nous sommes ainsi parvenus, montre 
que le systeme d’equations =0 suppose que l’on ait soit 2=RK,—L,=0, 
sot N—2M=0. Pourtant les &quations (18.) laissent voir que ss N-2M=0, 
on doit avoir aussi 2=K,—1L,=0. 

On recönnait ainsi que Zoute solution du systeme d’equations G—=V 
est telle que Ton ait, non seulement E=0, mars aussi 


2=K,—1L,=0. 


Du reste les Equations precedentes de (16.) A (21.), sont toutes satisfaites 
identiquement si l’on suppose 2=0. 

La propriete A,—L,=0 montre, de möme que dans le cas du syst&me 
F (n’ 9), que l’on doit avoir 
T, T, 
m, I=P 
A=lg, /=Th, 


K= 


ou 





geh-4, 





pY=hh=0, 








Stephanos, sur les forces donnant lieu ü des trajeetoires coniques. 149 


e’est-A-dire que la force (X, F) doit passer par un point fixe ou ätre 
parallele a une direction fixe. 
15. En supposant %,=/, dans les expressions [111], [112], [122], 


[222] du n® 13 on obtient: 


[111] 
[112] 
[122] 
[222] 


1 


| 


IK, - 185 A, KN+4K?, 

91, —-121,K-6K,L+4R°L, 
9K„»— 12,1 —-61,W+4KL, 
912 —181,1L+41°. 


Si l’on fait maintenant, dans ces expressions, 


on obtient les resultats suivants: 


etant Pose 


Les equations 


Tu=V, 


E ; T,, 
N= N L= TR 

27 

111l]j=— > TT Tas 
_2i 

112]=-— "7, 
Pr. 

[122]=—-— 7"'7,2, 
” 

[222] = mm ce" Tya, 

= 7 ä 


pl, 7a=l0, Tal, 


2 


qu’on deduit ainsi des equations (15.), montrent que 7=T *° doit &tre Egal 
a un polynöme du second degr& en x et y: 


r=a@®+baytey +di+tey+f. 


16. En reunissant les resultats prec&dents, relatifs au systeme 7—=0, 
on voit que le systeme d’equations G=O exige 1°) que Von at E=0V et 
2= R, — L, >= 0, c est-a-dıre 





X=Tg, Y=Th, 
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ou 
9eh=t, g=h=4. 


3 


2°) que la fonchon T soit de la forme T=r °’, r designant un polynöme du 


second degre en x et y. 


VI. 


Solutions communes aux systeme F=0, G=0. 


17. Examinons maintenant quelles doivent €tre les solutions communes 
aux deux systemes F=0, 7=0, qui sont toutes du reste telles que E=0. 


D’apres ce qui precede, la force (X, Y) doit &tre tout d’abord 
telle que 
AÄ=Tog, Y=Th, 
ou 


"eh, geh, 


c’est-A-dire qu’elle doit &tre centrale ou parallele a une direction fixe. 
Dans le cas ot A+0, g=Ala—a), AR=k(y—y,), T doit etre A la 
3 


fois de la forme 7 ?, r designant un polynöme entier du second degr& en x 
et y, et de la forme 


r@ — 7, y—yı)+t E, 


$ designant une fonetion homogene du premier degre des differences 2 — x, 
y—y, et « une constante. Cela ne peut se faire que de deux mani£eres: 
1! si Pa—a,y—y,) est egal A la racine carree d’un polynöme homogene 
et de second degr& par rapport aux differences 2— x, et y—y,, tandis que 
u=0, 2° si ba—a,,y—y,) est egal A une expression lineaire et homogene 
par rapport aux differences 2—x,, y—,, «4 pouvant avoir une valeur queleconque. 

D’autre part, dans le cas ou A=0, y=a, h=b, on a @galement deux 
solutions, pouvant &tre considerees comme des limites des solutions pr&cedentes 
correspondant au cas oü le point x,, y, s’eloigne & l’infini ‚sur la droite 
2 


ay—bx=0. Dans ce cas T doit &tre & la fois de la forme 7 ?, r designant 


>73 
un polvnöme du second degre en x et y, et de la forme [% (ay— ba) — | i 


a 
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On a alors les deux solutions suivantes: 1° p est egal A la racine carrde 
d’une expression de la forme: 


e(ay—ba)+Play—ba)+y, 
tandis que «=0, 2° y est de la forme: 
a(ay—ba)+P, 


u pouvant avoir une valeur quelconque. 

On retrouve ainsi les resultats, dus & Darboux et & Halphen relatifs 
aux forces centrales ou paralleles A une direction fixe donnant lieu A des 
trajectoires coniques. 
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Bemerkungen zur Theorie der algebraischen Kurven. 


Von Herrn @eorg Landsberg in Breslau. 


Die nachfolgenden Ausführungen geben einige Ergänzungen zu dem 
kurventheoretischen Teile der von Herrn A. Hensel und mir gemeinsam her- 
ausgegebenen „Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln“ (im 
folgenden kurz mit A. F. zitiert). Die erste Note stellt die beiden ver- 
schiedenen Darstellungen einander gegenüber, deren das System der Wende- 
punkte einer ebenen algebraischen Kurve fähig ist, und bestimmt die diesen 
Darstellungen zugehörigen Divisoren, wobei sich die Hessesche Determinante 
als weniger einfach erweist, als die aus den Differentialen gebildete Deter- 
minante. Die zweite gibt in ausführlicher Weise die (a. a. O, 27. Vorl. $ 4 
nur skizzierten) Entwieklungen, welche notwendig werden, wenn man die 
Systeme der wirklichen und der scheinbaren Doppelpunkte einer algebraischen 
Raumkurve darstellen und von einander trennen will. Für diesen Teil der 
Untersuchung kann noch auf die Note des Herrn A. Brill „Über die Dar- 
stellung algebraischer Raumkurven durch eine Gleichung“ (Gött. Nachr. 1901, 
S. 156) hingewiesen werden, welche mit der hier vorliegenden mancherlei 
Berührungspunkte darbietet. 


I. Die Hessesche Determinante, 
Die Wendepunkte einer ebenen algebraischen Kurve »-ter Ordnung 
(1.) F (x, Us %,) = () 


können aus zwei verschiedenen Gleichungen erhalten werden, entweder indem 
man die Nullstellen der Determinante 
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I Loy L, L, 


(2.) A=| du: den da, 


nn A 
oder indem man die der Aesseschen Determinante bestimmt: 


3.) m La: 


y 
rer @=0,1n 


Beide Determinanten erhalten, wenn die Untersuchung in unein- 
geschränkter Allgemeinheit geführt wird, überflüssige Nullpunkte, aber die 
erste nur dann, wenn die Kurve Rückkehrpunkte oder allgemeiner ein- 
„weigige Singularitäten besitzt, während in der zweiten jede beliebige Singu- 
larität überzählige Faktoren hervorbringt, die abgesondert werden müssen. 
Die erste ist also für die Bestimmung der Wendepunkte geeigneter als die 
zweite; dies soll durch Vergleichung der den beiden Determinanten zuge- 
hörigen Divisoren erwiesen werden. 

Man kann «,, x, % als Funktionen n-ter Ordnung des zu einer 
Riemannschen Fläche gehörigen Körpers auffassen und somit in der Form 
darstellen (A. F. 25. Vorl.): 


(4.) u= j ‚= J' m gg 


wobei ,, %,, 21, drei ganze linear unabhängige und teilerfremde Divisoren 
derselben Klasse von der Ordnung rn und eine lineare Verbindung von 
ihnen bedeutet. Dann ist (A. F.S. 442 und 444): 


ö RR 
(3.) : / u NE I 


worin W, den Divisor der Wendepunkte bedeutet, während %, der Divisor 
der Rückkehrpunkte ist, der algebraisch als größter gemeinschaftlicher 
Teiler der Differentialteiler von 


day - nd, Bd - udn, Hdr — da, 


erklärt ist. Diese Differentiale sind bekanntlich den Ableitungen n ee 


y 


OF 5 d 
u; proportional, und wenn man 
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d y_ HI de, 2,da,—%,dı, _ 2,dz, —a,dz, 


(6.) Br Sr : | 
o2, da, od, 
setzt, so gehört zu dM der Difterentialteiler (A. F. S. 428): 
ANr—3 
(7.) dM = S’ 


wo D den Divisor der Doppelpunkte bedeutet, der alle Kurvensingularitäten 
mit den durch die Art der Singularität bedingten Multiplizitäten enthält. 

Um nun auch den zu // gehörigen Divisor zu ermitteln, differentiiere 
man die Gleichungen (6.), wodurch man erhält 


x, d’,— ad’, = dM-dF,+ d’M-.F,, 
ud’, — ud’, =dM-dF,+d’M.F,, («=52 
ud’, — a, da, =dM.dF,+d’M-.F,, 

und folglich ist 


Toy dx, Bu LydR, 0) d’x BP ud’, ] 7? F, AF, 
= (iM 


ade, 4 dx, dx, —.4 d’.r, F; dF, 
d M? F 10 F 11 F 12 IL T, Tg 


n—1|F, Fa Fa| Ida, da, da, 


- 


Durch leichte Umformung und nochmalige Anwendung der Gleichungen (6.) 
findet man schließlich 
(8.) (n— 1) 4=H.dM°. 


Geht man also auf die Divisorengleichungen (5.) und (7.) zurück, so 
ergibt sich 


DRIN 

( BR 2 

(9.) He ED 

Die Hessesche Determinante verschwindet also außer für die Wendepunkte 


(Dinisor R,) nicht bloß, ebenso wie A, in den Rückkehrpunkten (Divisor R,), 
sondern darüber hinaus noch für jeden singulären Punkt der Kurve, und zwar 
ıst der überflüssige Faktor die dritte Potenz des Dinsors D der Doppelpunkte, 
der algebrarsch durch die Gleichungen (6.) und (7.) definiert wird. 
Natürlich ergibt die Gleichung (8.), ebenso wie (5.) die bekannte 
Plückersche Formel für die Anzahl der Wendepunkte der Kurve. 
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Il. 


Die Dinsoren der scheinbaren und der wirklichen Doppelpunkte 


einer Raumkurve. 


$1. 


Eine Raumkurve (”, von der Ordnung rn und dem Geschlechte p sei 
durch die Gleichungen gegeben: 


(1.) u RR, 


wobei die W, teilerfremde ganze Divisoren »-ter Ordnung bedeuten, die zu 
einer gegebenen /tiemannschen Fläche vom Geschlechte p gehören und 


A; «dd; . . .. . . 
g =, ine Funktion des Körpers ist. Um nun die 
k 75 


Gleichungsform des von einem beliebigen Raumpunkte P= (1, t,, ts, ;) 
ausgehenden Projektionskegels zu bestimmen, setzen wir 


äquivalent sind, so daß 





we: — ° 7) u au ’ > » 
Sy = To HU U Ho 5233 = .ıdy UÜz a3 U, 
< VEN n EN ER 
(2.) sn = LU la — allyz I) LT Uz, 
> > nn 
SS = UN, Az lo, se=T U — dolle 


Die Linearformen &,,, &2, &, sind dann und nur dann unabhängig, 
falls #0, d.h. falls / nicht in der ersten Seitenebene 4, des Koordinaten- 
Tetraeders gelegen ist. Unter dieser Voraussetzung kann also die Gleichung 
des Projektionskegels »-ter Ordnung in die Form gebracht werden: 


(3.) DB, (Es dr; &) ==> Us; Ir Sin ZA u 0, \arPryr=n 
worin die Koeffizienten Ü ganze Formen von ?,, !, ?, 2, ‚bedeuten. 
Um den Grad dieser Formen zu bestimmen, berücksichtigen wir, daß die 
Gleichung 


Pula, 42, X) =>/ PTR a En V 


die Schnittkurve des Projektionskegels und der Ebene Z, darstellt, und 
daß, wenn umgekehrt ein Punkt (x, x,, %;) dieser Ebene gegeben ist, das 
Projektionszentrum / ebenfalls auf einem Kegel n-ter Ordnung gelegen ist, 
der die (; enthält. Hieraus folgt erstens, daß die Formen Ü,;, den Grad n 
haben, und zweitens, daß sie sämtlich verschwinden müssen, wenn die 
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Variabeln «;, durch die Divisoren MW, ersetzt werden. Wir schreiben daher 
Jetzt genauer: 





n | ” 
(4",) $= Re Un, Us, ty Syn; Es 2) 


und erhalten im ganzen vier verschiedene solche Gleichungsformeln des 
von P ausgehenden Projektionskegels, nämlich 


Dy(u|S0, En, Sn) = 0, 
», (ul&o, &, 3) = 0, 
PD, (ulSo, Sa, 3) = 0, 
B, (ul, SS) 0, 


(4.) 





je nachdem der Index O0 oder 1, 2,3 bei der Aufstellung der Gleichung 
bevorzugt wird. Jede der Formen 2&,, ?,, P;, D; ist zufolge ihrer Definition 
eine irreduktible Funktion der sieben in ihr auftretenden Variabeln; ersetzt 
man aber in ihnen £, durch z,u,—a,u,, so zerfallen die Formen &; in 
Faktoren, aber nur so, daß sich aus jeder von ihnen ein allein von den 
Variabeln « abhängiger Teiler herausheben läßt, nach dessen Ablösung ein 
allen vier Formen gemeinsamer und allein wesentlicher Faktor zurückbleibt. 

Um diese Tatsache zu beweisen, berücksichtigen wir zunächst, daß 
auch nach Ausführung der durch die Gleichungen (2.) gegebenen Substitution 
die Formen #,; in bezug auf die Variabeln x irreduktibel bleiben müssen; 
denn würde z. B. #, durch jene Substitution in zwei Faktoren S und 7 
zerfallen, die beide von x abhängig sınd, d. h. wäre 


Du (to, !lıy Un, Uz|Son, Su2 &5) 


= S (Up, Uıy Uns Urldo, Liz %ar 2)° Z (Ups Ur, U, Us|duy Cr, Lay %3), 


so würde eine solche Zerlegung auch dann noch existieren, wenn =1, 
=1,=4U,—( gesetzt wird, und das ist unmöglich, weil die linke Seite 
obiger Gleichung übergeht in 

+&,(1,0,0,0|%,, 2, 23) 
und, gleich Null gesetzt, den vom ersten Eckpunkt A, des Koordinaten- 
tetraeders an die Kurve gehenden irreduktiblen Projektionskegel darstellt. 


Aus diesem Grunde erhalten durch die Substitution die Formen &,, $,, P,, £; 
einen größten gemeinsamen Teiler //(«|x), der in bezug auf x vom n-ten 
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Grade ist, und der, gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür darstellt, daß 
die Verbindungslinie der Punkte « und x die ©) schneidet. Die Gleichung 
H(u|a)=0 stellt somit den Komplex der Sekanten der Raumkurve dar; 
ihre linke Seite kann daher bei Vertauschung der Punkte » und x höchstens 
das Zeichen wechseln und muß also auch in bezug auf die Variabeln 
den Grad » haben. Wir erhalten demgemäß die Zerlegungen 


n n 
Pp; (UlSa, Sisr 5.) =(1, (%) e N U | ) ((=0,1,2,3) 


worin die Formen @,(v) nur von « abhängen und den Grad » haben. Es 
ist aber @, einfach gleich «;; denn setzen wir z.B. in &, die Variable 
x,=0, so erhalten wir 


+D,(u "ı, %,%)=G,(u) Hfu|O, 2%, 2,25), 


und da &,(ul&,, 2, %,) und //(u|O, &,,%,, 23) sowohl in bezug auf « wie in 
bezug auf x den Grad n haben, so muß notwendig G@,() = sein. Somit 
erhalten wir schließlich in der Tat die wichtige Relation, die die Formen #; 
in (4.) mit einander in Verbindung bringt: 

Do(u Eo1 > Fonı 803) _ Pı lu Eros Sinn 13) _ Prlu So: 


u, u u? 


f ri 
b 


| 


In 
rn 


.) si y 
zu P,(u 830% 8319 Ba) 2. H (u|x). 


r 
uN 





Will man also die Gleichung des Projektionskegels nur mit Hilfe 
dreier von den sechs Koordinaten & darstellen, die denselben Index : ent- 
halten, so gelingt dies nur dadurch, daß man die Komplexgleichung /=0, 
die in beiden Variabelnreihen den Grad » hat, mit dem überflüssigen 
Faktor «* behaftet. Andererseits läßt sich die Funktion 7, weil sie und 
alle ihre Differentialquotienten nach den x, bis zu denen der Ordnung 
(r—1) hin verschwinden, wenn «;,=u, gesetzt wird, als ganze Form n-ter 
Ordnung von allen sechs Koordinaten £, darstellen.”) Diese Darstellung ist 
freilich wegen der quadratischen Relation, die zwischen den sechs Koordi- 
naten $&, besteht, nicht völlig bestimmt; man kann sie aber, wenn man 
will, nach Ulebsch””) dadurch zu einer bestimmten machen, daß man die 
stets erfüllbare Bedingung 


*) s. den Zusatz. 
**) Math. Ann. Bd. II, S. 1. 
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o’H 0’H o’H 
O8, 08, TOR. OE, TO 
hinzufügt. Nimmt man irgend eine dieser Darstellungen als bekannt an, so 
kann man alsdann z. B. zu der Gleichungsform &,=0 zurückgelangen, in- 
dem man mit «, multipliziert und auf jedes Produkt «,$, die Identität 
Ur Tu Ur 
anwendet. 

Für die wirkliche Berechnung der Formen &, wird es daher am 
besten sein, zuvörderst die Komplexgleichung 7/=0 aufzustellen. Dies erfolgt 
am einfachsten, wenn man eine Sekante der Raumkurve nicht, wie bisher, 
durch die Strahlenkoordinaten &,, sondern lieber durch die ihnen propor- 
tionalen Achsenkoordinaten ,, definiert. Es seien nämlich (y,, Yı, %, %;) 
und (v,, v,, dv, v;) die Koordinaten zweier Ebenen, welche die Gerade ent- 
halten, und es werde 

N = Yıvı — vi 
gesetzt; dann ist bekanntlich 


Sun Sur 8052523 2831 3512 = Na3: a1? Ma: Mon: Mon Ms « 
Bei Einführung dieser Achsenkoordinaten 7, gibt die Komplexgleichung 
/!=0 einfach die Bedingung dafür, daß die beiden Ebenen (y;) und (v,) 


sich auf der Kurve schneiden; man hat also die Bedingung dafür aufzu- 
suchen, daß die beiden Divisoren 


6 (Yv%b+yYıty + y 2b und 
2 | vAu+ vı Y, + v,N,+ v, NW; 
einen gemeinsamen Teiler haben. Diese Bedingung, die als die Hesultante 
der beiden Divisoren (6.) zu bezeichnen ist, ist eine homogene Form »-ter 
Ordnung in den beiden Variabelnreihen (y,) und (v,) und nach Übergang 
von den Achsen- zu den Strahlenkoordinaten identisch mit der linken 
Seite /7 der Komplexgleichung. 

Ist z. B. die (? eine Raumkurve dritter Ordnung, gegeben durch die 
Gleichungen: 
Ltr = 1:Ww:W:W., 


so hat man die Resultante der beiden Funktionen 


yo)=ytyotyo+yw und vwW)eu+tVwW+1,wW+V,w 
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zu bestimmen. Dies geschieht hier am besten nach der Cayleyschen Methode, 
bei der aus Y und V die Funktion 


Y(w) V(o')— Y(o')V(« 
( EA. ) -- (w)F(w) = 20,% ww (i,k=0,1,?2) 
W — © ik 


zusammengesetzt wird, weil alsdann die Koeffizienten sich bereits linear 
aus den Determinanten 7, zusammensetzen. Man erhält so: 


B; Fr” 5 - 
1233 1135 Nv3 “1 So Sı ) 
ee ’ — YyN 4) a - > c Be 
HA=|c.|= 113» N3+ NYı2, or 1220 Sat Sıa >31 
| ) ö = c [a4 
N3 3 [02 y Nv1 >12 >31 “23 


Will man von da durch Multiplikation mit «,, zu &, übergehen, so findet man 


U Syıy — Up 523 U, Sa — Ur Son 
3 Z. “a Dr Cs .. 2 
DB=W AH — Uy Su2y uf + U Se — US Hs tion » 
U Sa Ur So1y U; Sy — U S33 U, sa —Uz Ssın 


Falls die Raumkurve nicht rational ist, so kann zur Bildung der 
Resultante der beiden Divisoren (6.) folgendes Verfahren angewendet werden. 
Man setze 


A '- A. A, “s 
l — oe ı N -=L 
Er re 


und bilde die Funktionen »-ter Ordnung des Körpers: 


yzywHtyYı s+ Yr7 + Y; C 
und 


ya 
v=mwtV,$+V%n+ VL. 


Wählt man nun irgend eine Funktion des Körpers z von der Ordnung v 
als unabhängige Variable, so genügt y der Gleichung 


G(y,2 | yo, Y3YaY%)=V0, 


welche in y den Grad v, in z den Grad n hat und deren Koeffizienten von 
YyYı, %,Y abhängen. Diese Gleichung, die als definierende Gleichung 
des Körpers angesehen werden kann, ergibt durch Differentiation nach 
YyYı,Y,% auch $,n,{ als rationale Funktionen von y und 2. In der Tat 
erhält man, wenn @, die Ableitung nach y bedeutet, 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 
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Bl; 
oy, + G = 0, 
BE u 
— tE(' — 
oy, +50, 0, 
0@G Yr 
Yuan 
Ö (G + be (4 kann 0 
Ge u 
folglich 
IG Aw a) 
v, 06 +», mn -+ v, °G +v °F 
Oy, oy, Oy, ’oy, R : 
ee er? =ÄR(y, 2). 


Betrachtet man jetzt y als unabhängige Variable, so ist die Norm von v 
das über alle » Wurzeln 2,,2,...2, von @=( erstreckte Produkt 


No)=R@,2)Ry 2). Ro 2); 


und als solches eine rationale Funktion von y, welche in bezug auf die v, 
ganz und homogen und vom Grade n ist. Der Wert dieser Funktion für 
y=0 gibt, gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür, daß die Gleichungen 
v0 und y=0 eine gemeinsame Wurzel haben. Man erhält so zunächst 
eine Form »-ter Ordnung der Variabeln v,, deren Koeffizienten rational von 
den Variabeln y; abhängen. Bringt man alsdann diese Koeffizienten auf 
gemeinsame Nenner und befreit die Zähler von gemeinsamen Teilern, so 
erhält man schließlich die Resultante. Man kann bei der letzten Reduktion 
von der Bemerkung Gebrauch machen, daß die Resultante bei Vertauschung 
von y und v höchstens das Vorzeichen ändert. 


Zusatz. 


Der im Vorstehenden benutzte Satz über biquaternäre Formen läßt 
sich folgendermaßen erweisen: 

I. Eine biquaternäre Form, welche in bezug auf die Variabeln 
linear, in bezug auf die Variabeln « von beliebigem Grade n ist, läßt sich 
als Linearform der Linienkoordinaten 5, in (2.) darstellen, wenn sie für 
x;= u, verschwindet. 

Denn ist 


t 


= 2U;x, 
ı 
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und 2 U;w,=0, so ergibt sich durch Differentiation dieser Identität nach v, 
und Anwendung des Satzes von Kuler, daß 


3 
rR+)P=2 EpFR (2,0, — a, U;) 


mp; : 


SI 


ou 
ist. 

II. Ist nun //(w|x) die Form auf der linken Seite der Komplex- 
gleichung, von der man weiß, daß sie mitsamt allen ihren Differential- 
quotienten erster, zweiter, ... (n—1)-ter Ordnung für @,=u, verschwindet, 
so bildet man die n-te gemischte Polare von 7: 


Re _ 


Fu A a 
Ofy O 3 ...Ü Ly . 


3 .... h) 


welche in bezug auf jede der » Variabelnreihen x, x”, ... x” linear ist 


und der Voraussetzung nach identisch verschwindet, wenn eine von ihnen 
den «, gleichgesetzt wird, so daß «{”’=, wird. Folglich wird nach dem 
vorigen Satze 


I SL '/L1) 8 \/»(02) (2) \ (nr) (n) \ 
P=ZC(al ll, «U, U.) > U; — 48; Us) 2. (7% U —l U.) 


Et ec | > ;) 
Bi a 
( 


und wenn man nunmehr die » Variabelnreihen .«, 2”, ... x’ wieder alle 
einander gleich annimmt, so geht die Polare /° bis auf einen konstanten 
Faktor in die Form //(u|x) über, die somit als homogene Funktion »-ter 
Ordnung der Größen £, dargestellt wird. 


Um jetzt die Doppelstrahlen des Projektionskegels unserer Kurve 
zu erhalten, differentiieren wir die fundamentale Identität (5.) hinter einander 
nach x, 2, %2, %, wodurch wir erhalten: 





OB, „(OH oH oH 
(7.) a toner ae, %) 
| | — OB, u4+ OB, Hy + OB, u 
| Ey 8,1 ÖE,, e Ob, u 
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Ob, (eh, öH, „OH 
at “= nt) 
= OB, n—1 3 H oH 
(T.) — öE,, = == %ı FF I +& ' tı + Ö£,, 1,), 
ö6, „_foH.,0oH 
wy OF, —Uy ( 0 + öE, 2 .- ös, 1% 





Nach der bereits in I (7.) benutzten Hauptformel ist nun der Divisor D der 
Doppelstrahlen des Projektionskegels gegeben durch den Nenner des Diffe- 
rentialteilers von: 








d M— Se a E08, ie # da, +8, da, +8 dw, BEER 
OB, zul ner A ‚cu, 
ÖE,, () ÖE lo OE,, 2 OE,, 
. an ET. | s 
denn der zu dM gehörige Differentialteiler ist 5, wo den gemeinsamen 


Nenner der vier Funktionen u. bedeutet. 

Das Differential dM ist in vier verschiedenen Formen darstellbar; 
nach Weglassung des unwesentlichen Nenners 4” erhält man durch Kom- 
position mit vier beliebigen Größen A, A,,, h, die Darstellung: 


u Ri 
dx, dx, da, dx; „OH WS 


(8.) dM= 55 - (M; h,—Uh,) = 
Bad voll 3 2 Me A 
u u WW u| 
Die hier auftretende alternierende Bilinearform 
’ oH 
rg Ze 
(9.) Vz=> u; h; 


ik O8 


stellt, gleich Null gesetzt, den ersten Polarkomplex der Verbindungsgeraden 
der Punkte (A,) und (w,) in bezug auf den Sekantenkomplex //=0 dar und 
beide Komplexe haben eine Strahlenkongruenz der Ordnung rn (rn — 1) gemein, 
so daß durch jeden Punkt des Raumes »(n—1) Kurvensekanten gehen, 
welche der Gleichung ?/=0 genügen. Insbesondere gehen auch durch den 
gegebenen Punkt (u) n(r—1) solche Strahlen, so daß 7 auf der Kurve ein 
Punktsystem der Ordnung r(r— 1) bestimmt. Von diesen »(r— 1) Punkten 
sind nun zunächst diejenigen abzusondern, deren Tangente die Gerade [Ah] 
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schneidet, weil diese zu dem durch die Zählerdeterminante 4=|h, dx, x, «| 
bestimmten Verzweigungsdivisor gehören; die Ordnung dieses Divisors ist 
2(p—-1N)+2n (s. A. F. 5. 463) und dem Range der Kurve gleich, falls 
dieselbe keine stationären Punkte hat. Nach Absonderung dieses Divisors 
bleibt ein anderer D von der Ordnung rn (n—3)—2(p—1) zurück, der von 
dem Punkte A unabhängig ist und auch einen von dem Punkte « unab- 
hängigen Faktor D, enthalten kann, der den Singularitäten der Kurve ent- 
spricht. So erhält man 


(10.) DdD-DD,, 


wo D, den Divisor der wirklichen, der von « abhängige Faktor D, aber 
den Divisor der scheinbaren Doppelpunkte der Kurve (vom Punkte = aus) 
bedeutet. 

Die Gleichung //=0 des Projektionskegels wird unbrauchbar, falls 
das Projektionszentrum (w) auf die Kurve fällt, weil, wie schon früher be- 
merkt, die Form 7 für «=, identisch verschwindet. In diesem Falle 
zeigen aber die letzten Überlegungen, in welcher Weise die Gleichung des 
Projektionskegels zu bilden ist. Denn die Gleichung 


— 


‚OH 
Pre u; x 


(11.) Ze 
die von dem willkürlichen Punkte (7,) unabhängig ist, gibt eben die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß die Verbindungsgerade des Kurven- 
punktes (x) und des Punktes (x) die Kurve noch ein zweites Mal schneidet. 
Trägt man also in &,=2,u,—2,u, für die x; die gegebenen algebraischen 
Funktionen ein, so wird der Zähler # durch 4 teilbar und der Quotient 
ist eine ganze Form (n— 1)-ter Ordnung von %,, %,, %, 4, welche, gleich 
Null gesetzt, eben die Gleichung des Projektionskegels vom Kurven- 
punkte («) ist. 

Es ist schließlich noch zu bemerken, daß die Gleichungen (7.), welche 
IN %y, %, %, U, linear sind, eine gemeinsame Lösung besitzen, weil eben 
der Punkt («) Zentrum des Projektionskegels is. Daher verschwindet die 
Determinante 
'oH! 
de (i,‚k=0,1,2,3) 
Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 
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der alternierenden Form # für alle Strahlen des Komplexes // und es ist 
somit für diese 


} oH OH oH OH oH OH 
(12.) O6, O6, O6,06, Ta, 


0, 


die linke Seite also durch 7 teilbar. Man weiß, daß die Gleichung (12.) 
bei einem beliebigen Komplexe die singulären Linien und durch diese die 
Singularitätenfläche des Komplexes ergibt. Im Falle eines Sekanten- 
komplexes sind also alle seine Strahlen singulär, und der Komplex gibt 
somit zur Bildung einer Singularitätenfläche keine Veranlassung. 











Beiträge zu den Grundlagen der analytischen 
Mechanik. 


Von Herrn Julius Farkas in Klausenburg. 


Insofern man die Mechanik diskreter Massenpunkte nicht bloß als 
schematische Grundlage für die Mechanik approximativer Bilder von Natur- 
körpern aufbauen will, sondern vielmehr schon in der Anlage derselben 
danach trachtet, daß sie einen reellen Inhalt erlange, ist man genötigt, ın 
allen ihren wesentlichen Elementen einen möglichst engen Zusammenhang 
mit der Wirklichkeit herzustellen. Dies ist aber um so erstrebenswerter, als 
dadurch die Disposition für eine weitere Entwicklung unserer Kenntnisse an 
Fruchtbarkeit gewinnt. 

Ich halte es daher nicht für überflüssig, wenn ich gewisse Ergebnisse 
der Betrachtungen, die ich in dieser Hinsicht angestellt habe, hier ver- 
öffentliche. Ich skizziere dabei fast das ganze Bild, in welchem sich die 
Anfänge der analytischen Mechanik vermöge der bezüglichen Ansätze dar- 
stellen, weil der Einfluß dieser Ansätze sich fast in allen Gebieten jener 
Anfänge zeigt. — Es liegt ferne von mir, die Berechtigung der üblichen 
Abstraktionen in Zweifel zu ziehen, und in den Definitionen des ersten 
Kapitels beabsichtige ich nur, zweckmäßige Substrate für jene Abstraktionen 
beizubringen. Was die Ersprießlichkeit eines derartigen Verfahrens betrifft, 
so verweise ich z. B. auf den Begriff der ursprünglichen Konstruktion der 
Relationen des Zwanges (Nr. 3), welcher sich für die Bestimmung der sprung- 
weisen Fortsetzung eines Zwanges (Nr. 16) und für die Bestimmung reibender 
Bewegungen (Nr. 22) als nützlich bewährt hat. 
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Ich werde öfters meinen Aufsatz „Theorie der einfachen Ungleichun- 
gen*“”) zitieren müssen, und ich werde das immer unter der Bezeichnung 
(Ungl.) tun. In bezug auf diesen Gegenstand erwähne ich aber schon jetzt 
die „Geometrie der Zahlen“ des Herrn Minkowskr, welcher ich in Nr. 18 
noch gedenken werde. Dieselbe ist meines Wissens die einzige Arbeit neben 
meinem Aufsatze, in welcher nicht die beschränkende Voraussetzung ent- 
halten ist, daß die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen 
kleiner oder höchstens gleich ist der Anzahl der von einander unabhängigen 
determinierenden Funktionen. 


I. Definitionen und Voraussetzungen. 


1. Über die Wahl der Koordinatensysteme. Das Koordinatensystem 
soll für die zu betrachtenden Bewegungen immer so gewählt werden können, 
daß die Koordinaten der Massenpunkte als zweimal differentiierbare Funk- 
tionen der Zeit erscheinen. Geht man zu einem anderen Koordinatensysteme 
über, dessen 'T'ransformationskoeffizienten als zweimal difterentiierbare Funk- 
tionen von der Zeit explizite oder implizite abhängen, so bewahren offenbar 
die Koordinaten der Massenpunkte diese Eigenschaft. 

Die Koordinatensysteme sollen nun immer dementsprechend gewählt 
werden. Es soll aber schon jetzt für allemal noch festgesetzt werden, daß 
einem solchen Koordinatensysteme nie eine andere Lage zugedacht werde als 
die, welche von demselben tatsächlich eingenommen wird. Ein solches Koordi- 
natensystem darf offenbar von dem wirklichen mechanischen Zustande (Ruhe 
oder Bewegung) der zu betrachtenden Massenpunkte, nicht aber von anderen 
denkbaren Bewegungen derselben abhängen, so nämlich, daß je nach den 
bloß gedachten Bewegungen derselben, das Koordinatensystem ebenfalls 
verschiedene Bewegungen ausführt, was z. B. der Fall wäre, wenn der 
Anfangspunkt eines Koordinatensystems unveränderlich, also für wie immer 
gedachte Bewegungen mit einem Massenpunkte verbunden wäre. 

Ein Koordinatensystem, in welchem hier der mechanische Zustand 
von Massenpunkten betrachtet wird, soll also immer so gedacht werden, daß 
mit demselben nie eine andere Bewegung vorgenommen wird als eine 


*) Dieses Journal Bd. 124. 
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gewisse einzige, nach der angegebenen Regel der Difterentiierbarkeit vor- 
geschriebene. Solche Koordinatensysteme sollen natürliche genannt werden. 

Nur unendlich kleine Änderungen, die in einem Zeitelemente wirk- 
lich entstehen, sollen mit dem Zeichen d angedeutet, aber alle, wie immer 
in einem Zeitelemente entstanden gedachte Änderungen mit dem Zeichen d 
gemerkt werden dürfen. Wird also das natürliche rechtwinklige Koordi- 
natensystem $5,n,{ auf das andere, ebenfalls natürliche rechtwinklige Koor- 
dinatensystem x, y, 2 mittels der helationen 


oo 


(X; Y; 2) vr (4, ) ha, h;) + (9, 0; @;) s+ (Ph; Pr; 33) NT (Y /73)> 
= (i)+ (WEM n+@)E 


bezogen, und wird dem Punkte (x, y, 2) in dem Koordinatensysteme «, y, 2 
eine Bewegung mit der Geschwindigkeit (dr, dy, d2):d/ und mit der Be- 
schleunigung (d’.x, d’y, d’z):d zugedacht, so hat man für d/=dt: 


Dr,dy,d)=di)+[Sdle)+(e)d5]l+--, 


2. Inneres und auperes materielles System, Lagersysti ı, Knupfungs- 
system, Zwangsbestand. Die Massenpunkte (.)/), für deren mechanischen 
Zustand wir uns jetzt für ein natürliches Koordinatensystem interessieren, 
sollen im allgemeinen durch massenlose Körper (St) mit einander und auch 
mit anderen Körpern (A) verbunden sein. Letztere (A) sollen sich aber in 
einem, von den Massenpunkten (.)/) unabhängigen mechanischen Zustand 
befinden. Die Massenpunkte sollen sich mit diesen Körpern (A) auch in 
unmittelbarer Berührung befinden können, und in dem Systeme der Körper (X) 
sollen auch Bewegungen, insbesondere Deformationen stattfinden können, 
welche unabhängig von den Massenpunkten (.)/) verlaufen. Unter den Ver- 
bindungen durch die Körper (8) ist übrigens lediglich zu verstehen, dad 
infolge der Zuordnung derselben die Bewegungsfreiheit der Massenpunkte 
eine Einschränkung erleidet, ebenso, wie durch die unmittelbaren Berührungen, 
die zwischen dem Körpersystem (A) und den Massenpunkten stattfinden. 

Das System der Massenpunkte (./) und der Körper (X) und (A) soll 
das innere System, der übrige materielle Inhalt des unendlichen Raumes 
das äußere System genannt werden. Ich nenne das System (ft) Knüpfungs- 


system, und das System (A) Lagersystem. Das Gesamtsystem der Körper (ft) 
und (A) nenne ich Zwangsbestand. 


24* 
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3. Zwang. Wir denken uns zur Zeit { um einen der Massenpunkte 
eine unendlich kleine geschlossene Fläche o. Der materielle Inhalt, welcher 
von einer solchen Fläche o umgrenzt wird, soll die Umgebung des Massen- 
punktes genannt werden. 

Entfernt man für einen Augenblick aus der Umgebung eines Massen- 
punktes die darin befindlichen schweren Teile des Zwangsbestandes, so soll 
der Massenpunkt in natürlichen Koordinatensystemen eine unbeschränkte 
Bewegungsfreiheit besitzen. Ich gebe dieser Voraussetzung einen kürzeren 
Ausdruck, indem ich sage, daß die Beweglichkeit der Massenpunkte in 
einem natürlichen Koordinatensysteme lediglich durch den Zwangsbestand 
beschränkt werden soll. 

Die Beschränkung der Bewegungsfreiheit der Massenpunkte wird 
Zwang genannt. Dieser soll nun außerdem immer so beschaffen sein, daß 
die gleichzeitig möglichen elementaren Verrückungen (Ox, Oy, 02) der 
Massenpunkte durch einfache Relationen zwischen ihren Komponenten und 
dem zugehörigen Zeitelemente Of 


3&,(A0dx+ Boy+ Coz)+D,ot=0, 
S,(A0dxz+ Boy+ Cod)+Dot=0, 
%B ia bug ” AUERR: ERERE 
>, (Lox+ Moy+Nod)+90t>0, 
| S,(Löx+ Möy+ No2)+09,0:>0, 
bestimmt werden können, wo die Koeffizienten „im allgemeinen“ stetige und 
differentiierbare Funktionen der Örter (x, y,2) der Massenpunkte und der 
Zeit sind, sich bloß mit diesen Variabeln ändern (und zwar mit der Zeit 
nur insofern, als in dem Zwangsbestande Bewegungen stattfinden, die 
von den Massenpunkten unabhängig sind), für endliche Werte der Variablen 
endlich sind und höchstens gewöhnliche Unstetigkeitsstellen, d. h. solche 
von der ersten Art, besitzen. Ferner ist die Anzahl der von einander un- 
abhängigen linken Seiten als Funktionen der Komponenten Or, Öy, Oz nie 
größer als die Anzahl der in denselben tatsächlich vorkommenden Kompo- 
nenten 00, 04, 02. Die Anzahl der von einander unabgängigen Ungleichungen 
hat dabei keine obere Grenze (Ungl. 11.). 

Die Beziehungen (1.) sollen die Relationen des Zwanges genannt 
werden. Zu diesen gehört noch die Ungleichung 02 > 0. Indem aber für ö? 
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keine untere positive Grenze in bezug auf die Verrückungen vorgeschrieben 
ist, d. h. keine obere positive Grenze für die Größen der Geschwindigkeiten 
(0x, 0y, 02):0t besonders vorliegt, so kann man schreiben: 


(1'.) ot>d. 


Nach den voranstehenden Voraussetzungen wird die Bewegungs- 
freiheit der Massenpunkte lediglich durch die Forderungen der Relationen 
(1.), (1.) beschränkt. Entfernt man daher aus den Umgebungen aller 
Massenpunkte die darin befindlichen Teile des Zwangsbestandes, so hören 
diese kelationen auf zu existieren. 

Der durch die Relationen (1.), (1’.) charakterisierte Zwang ist aller- 
dings ein spezieller. Überdies soll jetzt noch die folgende Einschränkung 
festgesetzt werden: Sind (0x, ©y, ©) in dem Zeitelemente ©? von den 
Örtern (x, y. 2) aus mögliche elementare Verrückungen, und ist Ö1>> dt, so 
sind (Ox — da, ©y— dy, 02 — dz) aus den, um das Zeitelement d? späteren 
Örtern (c+dx,y+dy,z+dz), in dem Zeitelemente ö7— d! mögliche Ver- 
rückungen. 

Außerdem soll noch von den Relationen (1.) angenommen werden, 
daß sie auf die Weise geschrieben sind. daß in möglichst großer Anzahl 
solche unter denselben vorkommen, von denen eine jede für sich einen Zwang 
vorstellt, der durch einen Teil des Zwangsbestandes realisiert wird, und sonst 
keine überflüssigen unter denselben vorkommen. In dieser, wie ich sagen 
will, „ursprünglichen“ Konstruktion soll das System (1.) in den allgemeinen 
Betrachtungen, insbesondere in den Nummern 6 und 16 verstanden werden. 

Alle hier dem Zwange zugeordneten Eigenschaften gehen, wie leicht 
ersichtlich, aus einem natürlichen Koordinatensysteme in alle anderen natür- 
lichen Koordinatensysteme über. 

4. Parametrische Ausdrücke des Zwanges. Stetigkeit desselben. Die 
Relationen des Zwanges sollen jetzt für einen jeden Zeitpunkt parametrisch 
aufgelöst werden (Ungl. VI). Bedeuten OÖ” ganz willkürliche, ©» willkür- 
liche nicht negative Parameter, so kann die Auflösung für den Zeitpunkt / 
in der Form geschrieben werden: 


Cx; Fi Ö v+ Fi. Ö v+ ++ Pc + Pz ( wit Pa ( Water, 
(2.) | Öy,; er (7, Ö v,+ (1, Ö +++ Qu ol + Qu Ö w+ Wer 
[0 i H,0u,+H,0%-+- + Ku0t+ KR, ow, 17 BR Wat er; 





“2 
I 
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denn vermöge der in Nr. 3 angegebenen algebraischen Eigenschaften der 
Relationen des Zwanges kann Öt als einer der Parameter benutzt werden. 
Es sollen übrigens die Parameter wegen mancher Zwecke in möglichst 
kleiner genügender Anzahl vorhanden gedacht werden. 

Da die Koeffizienten in (1.) Nr. 3 wenigstens „im allgemeinen“ ste- 
tige und differentiierbare Funktionen der Örter und der Zeit darstellen, so 
können die Ausdrücke (2.) jedenfalls auf die Weise bestimmt werden, daß 
die Koeffizienten derselben gleichsam als „im allgemeinen“ stetige und 
differentiierbare Funktionen jener Variablen erscheinen. 

Es soll aber noch eine weitere Verfügung getroffen werden. Betrachtet 
man die Methode, nach welcher gegebene einfache Relationen parametrisch 
aufgelöst werden könnnen (Ungl. VI), so sieht man, daß bei den in der 
vorigen Nummer zugelassenen Unstetigkeiten der Koeffizienten in (1.) die 
Parameter Ov und Ow immer auf die Weise angesetzt werden können, daß 
die Koeffizienten in (2.) für endliche Werte der Variablen ebenfalls endlich 
sind und höchstens Unstetigkeiten der ersten Art aufweisen. Besitzen z. B. 
ursprünglich gewisse Koeffizienten des Parameters © w, Unendlichkeitsstellen 
in endlichen Werten der Variabeln, so setze man Ow,=w6w, mit der For- 
derung »>0; dann kann die Funktion w immer auf die Weise gewählt 
werden, daß keine Koeffizienten des Parameters Ow, für endliche Werte der 
Variabeln unendlich werden, sondern höchstens Unstetigkeiten der ersten Art 
darbieten. Man kann dabei die Annahme aufrecht erhalten, daß die neuen 
Koeffizienten geradeso wie die alten und wie diejenigen in (1.), sich mit 
der Zeit nur insofern ändern, als in dem Zwangsbestande Bewegungen statt- 
finden, die unabhängig sind von den Massenpunkten. 

Sämtliche angegebene Eigenschaften der Koeffizienten ebensowohl in 
(2.) wie in (1.) gehen, wie leicht ersichtlich, aus einem natürlichen Koordi- 
natensysteme in alle anderen natürlichen Koordinatensysteme über. 

Ich sage von einem Zwange, daß er in einem Zeitintervalle stetig ist, 
wenn die (möglichst kleine genügende) Anzahl sowohl der Parameter Ov 
als auch der Parameter Ow „im allgemeinen“ (d. h. höchstens einzelne Zeit- 
punkte ausgenommen) fortwährend dieselbe ist, und dabei die Koeffizienten 
F,G, H,P,Q, R in dem gemeinten Zeitintervalle stetig sind. 

5. Bedingungsgleichungen des mechanischen Zustandes für einen stetigen 
Zwang. Die wirklichen elementaren Verrückungen der Massenpunkte ge- 
hören unter die möglichen elementaren Verrückungen derselben. Man hat 
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also für die in dem Zeitelemente dt von den Örtern (x,y,z) aus sich 
ergebenden wirklichen elementaren Verrückungen (d., dy, dz) die parametri- 
schen Ausdrücke: 
da,=F,de, +Fadı, +++ P,dt+ P,dw, + P,dw,+ +", (un 
USW. 
Ich behaupte nun, daß während eines stetigen Zwanges die Differential- 
parameter dw verschwinden müssen. 
Bedeuten jetzt in der Tat (0x, 0y, ©z) in dem Zeitelemente Ot>di 
von den Örtern (x,y,z) aus mögliche Verrückungen, so sind nach Nr. 3 
(öx—dax, Öy—dy, öz—dz) in dem Zeitelemente öt—dt von den Örtern 
(c+dx, y+dy, z+dz) aus mögliche Verrückungen. Bewahrt daher der 
Zwang seine Stetigkeit nach dem Zeitpunkte {+ dt, so müssen in den para- 
metrischen Ausdrücken der Verrückungen (0x — dx, © y—dy, ©x—dz) nämlich: 
0, —dx,=(F,+dF,)(ov, — dw)+- 
+ (Pu +dP,)(öt-d)+(P,+dP)@w—-dw)+-- 
usw. 
die Parameter © w,— dw, , © w,— dw, usw. auf nicht negative Werte beschränkt 
vorkommen. Sobald aber z, B. dw, >0 ist, kann schon Oö w, — dw, negativ 
werden, denn die Parameter Ow unterliegen in (2.) Nr. 4 keiner anderen 
Forderung, als daß dieselben nicht negativ sein müssen, und so darf man 
unter anderen Ow,—0 setzen. Der Zwang kann also nur so lange stetig 
bleiben, daß alle dw verschwinden, d.h. 
| da,= F,dv, + Fadv, ++ Pudt, 
(3.) ı dy=G,dv + Gadu, +++ Qudt, 
(dz,=H,de, + H,dv,++-+ R,dt. 





Während eines stetigen Zwanges (1.)=(2.) verschwinden daher in 
(1.) für die wirklichen elementaren Verrückungen (dx, dy, dz), die in dem 
Zeitelemente dt entstehen, nicht nur die linken Seiten der Gleichungen, 
sondern auch die linken Seiten der Ungleichungen, d. h. man hat 


- de pdy ‚dz ei 
+ (A dt +3 dt +( 20% D,= 0, 


(4.), is, a. E 
=. (45 + BY + + D:=0, 
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o da dy rdz\ | = 
a (1 dt ” Me r N +0 =0, 


rs dx ] dy ‚dz Ex be 
Tr (1 dt .. Fr + N Er :=v, 





Die Stetigkeit eines Zwanges (1)=(2.) ist also an die Bedingung 
gebunden, dab die Bewegung auf die Weise vor sich geht, daß diese 
Gleichungen erfüllt werden. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß während der Stetigkeit eines Zwanges 
die Funktionsformen der in (1.) und (2.) vorkommenden Koeffizienten sich 
an den Grenzen gewisser Gebiete der Variabeln (Koordinaten und der Zeit) 
sprungweise ändern. Diese Gebiete können immer durch bestimmte Un- 
gleichungen zwischen den Variabeln bestimmt werden. 

Bilden die Gleichungen (4.) in einem Gebiete eines stetigen Zwanges 
ein nicht unbeschränkt integrables System, ist also in diesem Gebiete die 
Anzahl der von einander unabhängigen Integralgleichungen größer als die 
Anzahl der von einander unabhängigen Differentialgleichungen, so treten 
dagegen funktionelle Unbestimmtheiten in der allgemeinen Lösung auf, 
außerdem können auch noch singuläre Lösungen vorkommen. Das System 
der Integralgleichungen kann aber nur insofern einen Vorzug haben vor 
dem System der Differentialgleichungen, als die in dem ersteren enthaltenen 
Unbestimmtheiten durch vorliegende Daten, welche unabhängig sind von 
dem mechanischen Zustande der Massenpunkte, bestimmte Reduktionen 
erfahren. In dieser Hinsicht darf in dem Rahmen bisheriger Erfahrungen 
behauptet werden, daß das System der Integralgleichungen ersetzt werden 
kann durch ein System vollends bestimmter Integralgleichungen und ein 
durchaus nicht vollständig integrierbares System von Differentialgleichungen, 
welch letztere nur solange Bestand haben, als eine oder mehrere der er- 
haltenen bestimmten Integralgleichungen durch die Örter der Massenpunkte 
erfüllt bleibt, indem gewisse Relationen des Zwanges nur solange Bestand 
haben, als gewisse andere bestehen. Diese sind diejenigen Relationen des 
Zwanges, von welchen keine für sich allein durch einen Teil des Zwangs- 
bestandes realisiert wird (nämlich in der „ursprünglichen“ Konstruktion des 
Systems (1.) in Nr. 5). 

6. Spontane Unstetigkeitsstellen eınes Zwanges. Ist der Zwang (1.) 
= (2.) stetig von dem Zeitpunkte 4, bis zu dem Zeitpunkte 7, so bestehen 
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in dem Zeitintervalle Ü— 4, die Gleichungen (4.)=(3.), Hat man aber in 
dem weiteren Zeitelemente d’ für die wirklichen elementaren Verrückungen 
der Massenpunkte die Ausdrücke 


di; a: F\,. dv, + Fi dv; + “s + Pr di + Pa dw, + r dis, + ne (dw ”) 


USW, 


und für die möglichen elementaren Verrückungen gleich nach dem Zeit- 
punkte ?+dt die Ausdrücke: 


O&=(Fı+dF)Oy ++ (Ph+dPi)ör +(Py+dPi)öw+t- 


USW., 


so unterliegen die Parameter ©w,, © ıw,,... nicht mehr der Einschränkung, 
daß sie nicht negative Werte annehmen müssen (Nr. 5), und außerdem 
werden hier im allgemeinen, wegen Ende der vorigen Nummer, noch ganz neue 
Glieder, die mit willkürlichen Parametern ©» behaftet sind, auftreten: das 
System der Parameter © vermehrt sich wenigstens um die Parameter ö ır,, 
Ölyy... und das System der Parameter © = verringert sich um die letzteren. 

Zeitpunkte 7, in welchen die Stetigkeit des Zwanges auf diese Weise 
gestört wird, nenne ich spontane Unstetigkeitsstellen des Zwanges. 

Sind an einer spontanen Unstetigkeitsstelle des Zwanges die Para- 
meter Ow,, Ci,,... ganz frei geworden, so hören die Ungleichungen des 
Zwanges in (1.), in welchen nach den Substitutionen (2.) Nr. 4 wenigstens 
einer der Parameter ow,, ©w,,... tatsächlich vorkommt, offenbar auf zu 
existieren: um diese Ungleichungen und eventuell um gewisse zugehörige 
Gleichungen (Ende der Nr. 5) verringert sich das System der Relationen 
(1.) und um die entsprechenden Gleichungen verringert sich das System 
der Gleichungen (4.); in einem „ursprünglichen“ Systeme (1.) bleiben die 
übrigen Relationen wie sie sind, und ebenso die entsprechenden Gleichungen 
in (4.), wogegen in dem Systeme (3.) der Reihe nach die Glieder auftreten: 


P,.dw,+ P,dw,+-- 
Ai dw, + (J., dis, + ... 
R, d W E- R, dw, + AP 


und eventuell wegen Ende der vorigen Nummer auch noch andere, mit 
freien Parametern behaftete Glieder aufgenommen werden müssen. 
Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 25 
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Es ist noch zu beachten, daß in dem Zeitelemente dt‘, in welchem 
die hier aufgeschriebenen Glieder zum ersten Male erscheinen, die Elemente 
diw,, dw,,... positive Werte haben, und daß die ganz neuen Glieder erst 
in dem Zeitpunkte ’+d’ auftreten. Demnach hat man z. B. 


' da’ ‚d zı d 
3,07 -+M I 41 N'T \+0,>0, 
wogegen man um das Zeitelement d’ früher noch 
, da dy 
>> .(LZ +1 +1 N)+0, —() 
hatte, und daraus folgt für den Zeitpunkt =! —dt: 
dy rdz 
iz u + MY + NT )+0,)>0. 


Gehören aber im Sinne der Schlußbemerkung der vorigen Nummer zu den 
nunmehr beiseite zu lassenden Ungleichungen des Zwanges akzessorische 
Gleichungen desselben, die mit jenen Ungleichungen zugleich bestehen oder 
fallen, so bestehen diese Gleichungen, so wie auch die Ungleichungen 
selbst, auch noch in dem Zeitpunkte ! — denn die ganz neuen Glieder 
erscheinen in den parametrischen Ausdrücken erst nach dem Zeitpunkte 
— so daß die Differentialquotienten der linken Seiten der entsprechenden 
Gleichungen in (4.) noch in dem Zeitpunkte / (= — dt) verschwinden. 
Diese Bemerkungen sind für die Nr. 16 von Wichtigkeit. 

7. Freie Beschleunigung, freie Kraft. Beziehung derselben zu ver- 
schiedenen Koordınatensystemen. Aus der Umgebung eines Massenpunktes 
(Nr. 3) sollen die darin befindlichen schweren Teile des Zwangsbestandes 
für einen Augenblick entfernt gedacht werden. Die Beschleunigung, die in 
diesem freien Zustande dem Massenpunkte in einem natürlichen Koordinaten- 
systeme eben zukommen würde, nenne ich die freie Beschleunigung des- 
selben für das Koordinatensystem, und das Produkt der freien Beschleuni- 
gung und der Masse m des Massenpunktes soll die auf den Massenpunkt 
wirkende freie Kraft für das benutzte Koordinatensystem genannt werden. 

Es ist zu beachten, daß der Massenpunkt bei diesen Definitionen mit 
seiner wirklichen Geschwindigkeit behaftet in Betracht kommen soll. Geht 
man daher von einem natürlichen Koordinatensysteme 7, y, zu einem 
anderen $,»,& über, welches durch die Relation 


(, Y; z) en (A,, hy, h.;) + (oa, 0), @;) Ss+ (Ps Pa, P3) + (Yı, 723 Y)5 
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mit dem vorigen zusammenhängt, so darf in den Gleichungen der Nr. 1, 
welche sich jetzt auf den augenblicklichen freien Zustand des Massenpunktes 
(x, y,2)m mittels des Zeichens d beziehen soll, in den ersten Differentialen 
das Zeichen d an Stelle des Zeichens d gesetzt werden. (d’x,d’y,dz): dt 
und (d’&,d°’7,d’Z):dt” bedeuten jetzt die freie Beschleunigung des Massen- 
punktes in dem einen und in dem anderen Koordinatensysteme. Dement- 
sprechend bestehen zwischen den Komponenten X, F, Z und Z,H4,Z der 
freien Kraft die Relationen 


Z= ,AÄ+a,/+u0,Z 


er. ° d’). 
DE (a dt” en dt’ re 7) 


d’a d’a, I’a,N\. 
— m (« E a #) & 
de +0 dt? . dt? /” 


u ah dy, dy, \dZ 
—2m(e, dt r@ dt er dt a: 


USW, 


Die hier gegebene Definition der freien Kräfte läßt die Annahme zu, 
daß es keine fern wirkenden Kräfte gibt. Nach dieser Definition gehört 
aber auch die sogenannte Widerstandskraft des umgebenden Mediums zu 
den freien Kräften, weil das letztere zu dem äußeren materiellen Systeme 
(Nr. 2) gehört. Ich werde dennoch immer Verhältnisse voraussetzen, 
unter welchen die freien Kräfte in einem natürlichen Koordinatensysteme 
als bestimmte stetige Funktionen der Zeit sowie der Örter und Geschwindig- 
keiten der Massenpunkte erscheinen und sich lediglich mit diesen Größen 
merklich ändern. 

8. Stabilität des Zwanges. Gibt es wenigstens eine Ungleichung in 
(1.) Nr. 3, so sollen jetzt die während eines mechanischen Zustandes in 
einem stetigen Zwange auf die Massenpunkte wirkenden freien Kräfte 
(X, F,Z) in andere (X+r, Y+9y, Z+3) verändert werden. Die Zuwüchse 
(t.4,3) sollen aber die Eigenschaft haben, daß, wenn der Zwang olıne 
Zuführung reibender Berührungen, aber übrigens wie immer auf die Weise 
gesteigert würde, daß die linken Seiten der Ungleichungen in (1.) nur den 
Wert Null annehmen könnten, diese Zuwüchse gar keine Änderung des 
effektiven mechanischen Zustandes bewirken würden. Würde nun bei dem 


- 
“) ‚* 
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wirklichen Zwange unter der Wirkung der freien Kräfte (A+r, !+9y,Z+3) 
derselbe mechanische Zustand sich ergeben, also keine spontane Unstetig- 
keit (Nr. 6) des wirklichen Zwanges auftreten, wie sonst auch die Zuwüchse 
(r, 9,3) gewählt wurden, wenn nur die Werte derselben dabei fortwährend 
unter einer angebbaren Grenze liegen, so sage ich, daß der Zwang während 
des mechanischen Zustandes, unter der Wirkung der eben vorhandenen freien 
Kräfte (X, Y, Z) stabil ist. 

Ist der Zwang stabil in einem natürlichen Koordinatensysteme, so 
ist er auch stabil in einem jeden anderen; ist nämlich der Zwang stetig 
in einem natürlichen Koordinatensysteme, so ist er auch in einem jeden 
anderen stetig. 

9. Passunität des Knüpfungssystems. Indem wir immer ein natürliches 
INoordinatensystem vor Augen haben, sollen jetzt die in dem Zwangsbestande 
von den Massenpunkten unabhängigen Bewegungen für einen Augenblick 
gehemmt werden. Außerdem sollen aus den Umgebungen (Nr. 3) der Massen- 
punkte die daselbst befindlichen schweren Teile des Lagersystems entfernt 
werden. Die Massenpunkte sollen jetzt keine freien Beschleunigungen und 
am Anfange des Augenblickes auch keine Geschwindigkeiten besitzen. 

Bleiben dieselben dann während des Augenblickes in Ruhe, wie auch 
derselbe und wie auch die in demselben möglichen Örter der Massenpunkte 
gewählt wurden, so sage ich, daß das Knüpfungssystem passiv ist, wobei 
ich aber voraussetze, daß das Knüpfungssystem sich reibungslos in dem 
inneren System befindet, und ich füge noch die Voraussetzung hinzu, daß 
dasselbe sich widerstandslos auch in dem äußeren Systeme befindet. 

Diesmal mache ich noch die weitere Einschränkung für die nach- 
folgenden Betrachtungen, daß das Knüpfungssystem immer ein passives sein 
und sich immer auch in dem äußeren Systeme widerstandslos befinden soll. 


II. Reibungslose Zustände. 


10. Allgemeiner Erfahrungssatz für reibungslose Zustände. Die Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen sollen mit oberen Punkten angedeutet 
werden. — Wenn die auf den Massenpunkt (x, y, z)m wirkende freie Kraft 
mit (X, Y, Z) bezeichnet wird, so bestehen die Gleichungen m&= A usw. 
im allgemeinen nicht, wenn ein Zwang vorhanden ist. Es gibt aber gewiß 
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einen Vektor (A, F', Z'), vermöge dessen m®=X-+ X’ usw. Man nennt 
Vektoren wie (A', F', Z’) Reaktionskräfte. Sind in dem Zwangsbestande 
Bewegungen zugegen, die unabhängig sind von den Massenpunkten, so paßt 
diese Benennung nicht vollständig. Ich nenne die „Arbeit“ 


[ zZ(&X'da +Y'dy-+Z'dz) 


sämtlicher Kräfte dieser Art die Arbeit des Zwanges oder die von dem 
Zwange geleistete Arbeit. 

Als allgemeinster Erfahrungssatz kann nun für reibungslose Zustände 
das folgende behauptet werden: 

Massen (m), freie Beschleunigungen (X, F, Z):m, mögliche Ver- 
rückungen (öx, ©y, ©z) und ein mechanischer Zustand können für ein 
System von Massenpunkten in einem natürlichen Koordinatensysteme dann 
und nur dann zusammengehörige Mannigfaltigkeiten bilden, wenn nach den- 
selben in einem jeden Zeitelemente die möglich kleinste Arbeit von dem 
Zwange geleistet wird, wenn also für ein jedes Zeitelement (© ?=d/) die 
Ungleichung besteht: 

I [(mä& —_ A) ÖÜX - (mi — N) Oy =. (m z— 7) 02] 
>. Z[(m& — A)da+ (my — Y)dy+(mi— Z)dz). 

Diese Ungleichung fällt freilich zusammen mit der Ungleichung der 
sogenannten virtuellen Momente oder virtuellen Arbeiten. Bezeichnet man die 
relativen Verrückungen (Ox — da, Oy— dy, oz —dz) mit (dx, dy, dr), so 
hat man: 

(5.) = |(mi _ A) x + (mi -- Y) y+ (m? — 7) Ö2] nf 
und aus (1.) Nr. 3 und (4.) Nr. 5 entnimmt man als Beziehungen zwischen 
diesen relativen Verrückungen: 

(6) |: (Adz+Bdy+ldr)=0, 3,(Adz+ Bdy+ldzr)=0,... 

zz, (Löx+Möy+Ndz)>0, 3,(Ldx+ Möy+ NI)>0,.... 

Setzt man noch öv — dv= dv, öw=dw, so erhält man aus (2.) Nr. 4 und 
(3.) Nr. 5: 
da=&Föv + Fr Pdw, 
(7) ‘ Iy _ EGov -- » (J A)  . (dw > 0) 
dz==EHdv+ FE hodw. 
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Ferner erhält man für die Transformation eines natürlichen Koordinaten- 
systems in ein anderes aus den Gleichungen; 


(a.) (02, Oy, o)=d(h)+[Sd(o)+(e)öd]+:--, 
(b.) (da, dy, dJ)=d()+[Ed(e)+(e) dö]+---, 


(Nr. 1), die Vorschrift: 


(dx, dy, dz)—= ()IE+(A)dn+ (Y)0E, 
das heißt 
(1'.) da=adE+p,dn+y,0{, usw. 


Die relativen Verrückungen (di, dy, dz) können in einem natürlichen 
IKoordinatensysteme offenbar als die nach (1.) Nr. 3 mit unendlich großen 
Geschwindigkeiten möglichen Verrückungen (OÖ, ©y, Oz) betrachtet werden. 

Und daraus ersieht man auch schon für ein natürliches Koordinaten- 
system, daß diese relativen Verrückungen als die in einem Zeitelemente bei 
Unterdrückung aller in dem Koordinatensysteme vorkommenden Bewegungen 
des inneren Systems möglichen Verrückungen (Ox, Oy, Oz) aufgefaßt werden 
können.*) In der Tat ergeben die Gleichungen (4.) Nr. 5 für (dx, dy, dz2)—=0, 
daB D,=0, O,=0 usw., wodurch die Relationen (1.) Nr. 3 in (6.) über- 
sehen. Ferner fordern die Postulate (dx, dy, dz2)=0 und (dS, dn, dI)=0 
in (d.), daß die relative Bewegung der beiden Koordinatensysteme x, y, 2 
und &,n7,{ durch die Gleichung 


dG)+Sdle)+ndlP)+Ldy)=0V 


für das Zeitelement beschränkt werde, womit die Gleichung («.) in die 
Gleichungen (1’.) übergeht. Im allgemeinen muß zufolge der soeben ge- 
stellten Postulate die relative Bewegung der beiden Koordinatensysteme für 
das Zeitelement gänzlich aufgehoben gedacht werden, wenn nämlich die An- 
zahl der Massenpunkte größer ist als zwei und wenn dieselben nicht zufällig 
auf einer geraden Linie liegen. 

11. Verhalten der Koordinatensysteme. Da ich dem Begriffe der freien 
Kräfte eine bestimmte allgemeine Definition beigemessen habe (Nr. 7), 
woraus für die Beziehungen derselben zu verschiedenen natürlichen Koordi- 


*) Oder als die Verrückungen, welche bei Unterdrückung der Bewegungen (und 
Deformationen) des Lagersystems und der von den Massenpunkten unabhängigen Be- 
wegungen (und Deformationen) des Knüpfungssystems möglich sind. 
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natensystemen eine feste Regel sich ergibt (Nr. 7), so bietet sich die Frage 
dar, ob der ausgesprochene Erfahrungssatz für alle natürlichen Koordinaten- 
systeme bestehen kann oder nicht? 

Transformiert man die Ungleichung (5.) aus dem gegebenen natür- 
lichen Koordinatensysteme in ein anderes, indem man die wirklichen Be- 
schleunigungen (Ä, y, 2) und die virtuellen Verrückungen (dx, Jy, 2) aus 
dem einen Koordinatensysteme in das andere umrechnet, und beachtet man 
nachher die Transformationsgleichungen der freien Kräfte in Nr. 7, so sieht 
man, daß die Ungleichung (5.) in der neuen Form in dem neuen Koordi- 
natensysteme dieselbe Bedeutung hat, wie in der alten in dem alten Koordi- 
natensysteme. 

Der ausgesprochene Erfahrungssatz verlangt also keine Unterscheidung 
zwischen verschiedenen natürlichen Koordinatensystemen. 

12. Ungleichungen, die aquivalent sind mit der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten des Zwanges. Die für das Prinzip von Gauß sich ergebende Un- 
gleichung ist während der Dauer eines stetigen Zwanges äquivalent mit der 
Ungleichung (5.) Nr. 10 der virtuellen Arbeiten des Zwanges, denn für die 
Dauer eines stetigen Zwanges kann die eine aus der anderen abgeleitet 
werden. Die von Herrn @G:bbs und von Herrn Boltzmann*) erwähnte Ab- 
weichung zeigt sich in der Tat nur in dem Momente, wo in (4.) Nr. 5 
wenigstens eine der Gleichungen 


Z(Ldx+ Mdy+ Nd:)+Odt=0 


in eine Ungleichung (>>0) übergeht, womit eine spontane Unstetigkeit des 
Zwanges zustande kommt (Nr. 6). Diese Abweichung rührt daher, daß die 
Ableitung der einen Ungleichung aus der anderen unter der Annahme ge- 
schieht, daß unendlich kleinen Änderungen der Zeit und der Koordinaten, 
unendlich kleine Änderungen des Zwanges entsprechen, weshalb an Stelle 
der neuen Relationen desselben die alten gesetzt werden dürfen und um- 
gekehrt, und das hat nur eine Berechtigung für die Dauer eines stetigen 
Zwanges. Diese Abweichung ist aber keine wesentliche,””) wie es aus 
Nr. 16 allgemein ersichtlich wird. 


*) „Vorlesungen über die Prinzipe der Mechanik“ S. 225. 

**) An dem von den Herren Gibbs und Boltzmann behandelten Beispiele hat es 
schon Herr Rethy in einer ungarischen Zeitschrift (Mathematikai &s physikai lapok 1904) 
nachgewiesen. 
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Die Integralgleichung von Mauperturs und die von Hamilton, sind 
in der Darstellung von Herrn /lölder”) und in den mannigfachen Darstel- 
lungen von Herrn #ethy,””) aber in Ungleichungen umgeschrieben, für 
einen stetigen Zwang ebenfalls äquivalent mit der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten des Zwanges. 

Der über diese Ungleichung in Nr. 10 ausgesprochene Erfahrungs- 
satz kann also auch auf jene Ungleichungen angewendet werden. Hin- 
sichtlich der Notwendigkeit enthält freilich eine jede dieser. Ungleichungen 
den Satz an sich, d. h. durch ihre bloße Aufstellung, nicht aber hinsicht- 
lieh der Zulänglichkeit. 

13. Die bestimmten Gleichungen und Ungleichungen der mechanischen 
Zustände. Denken wir uns die Relationen des virtuellen Zwanges (6.) Nr. 10 
wie in (7.) parametrisch aufgelöst: 


\ / 

= F, Or, +3,01, 4. + Pa 0) w+ P; O4 + j 

=, + tt det du ) du—ı) 

oz; = M1,dr, + H,dıy ++. + R, dw, + R,duy +, 
so erhalten wir aus der Ungleichung (5.) Nr. 10 der virtuellen Arbeiten 
des Zwanges die bestimmten Gleichungen und Ungleichungen (Ungl. VID: 
Z[F,(m&— A), + 6@,(mfj— P),+ H,(m?—Z))=0, 
ZS[F, mö— N), +@,(my— I), + HA,(m?—-Z)]=0, 


ZIP, (m&— A),+ Qu (my — I), + Rı(m?— Z))>0, 
=2[P, (mM&— A), + Q, (my — Y) n= R, (m? —- ZZ) > 0, 


ı 





Aus diesen Relationen kann man umgekehrt auf die Ungleichung 
der virtuellen Arbeiten des Zwanges schließen. Das System dieser bestimmten 
Relationen ist daher äquivalent mit der Ungleichung (5.) Nr. 10. 

Nimmt man die Parameter in der möglichst kleinen genügenden 
Anzahl, wie es schon in Nr. 4 festgesetzt wurde, so ist die Anzahl der 


*) „Über die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis“ Gött. Nachr. 1896. p. 122. 
xx\ 


) „Uber das Prinzip der Aktion und über die Klasse mechanischer Prinzipien, 
der es angehört“ Math. Ann. 1904. p. 169. 
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Parameter dv, vermehrt um die Anzahl der von einander unabhängigen 


linken Seiten der Relationen des virtuellen Zwanges (6.), gleich der Anzahl 
der Koordinaten; die Anzahl der von einander unabhängigen Gleichungen 
in (8.) + (4.) ist daher dieselbe; beschränkt man sich in der Tat für einen 
stetigen Zwang auf die virtuellen Verrückungen, durch welche alle linken 
Seiten in (6.) verschwinden, setzt man also alle dw gleich Null (Ungl. VII. 2), 
so gelangt man zu der speziellen Mechanik von Lagrange, bekommt aber 
dieselben Gleichungen. 

Bei der vorausgesetzten, d.h. möglichst kleinen genügenden Anzahl 
der Parameter sind die Ungleichungen in (8.) vom allgemeinen Gesichts- 
punkte aus ebenfalls unabhängig von einander, denn für die allgemeine 
Bestimmung der Koeffizienten der konsekutiven Relation (5.), sind die Para- 
meter dr sämtlich notwendig. Die Anzahl dieser Parameter, und somit 
die Anzahl der von einander unabhängigen bestimmten Ungleichungen 
unterliegt aber keiner allgemeinen Beschränkung; diese Anzahl kann auch 
unendlich groß ausfallen. — Es ist zu bemerken, daß mit Hilfe der be- 
stimmten Gleichungen (4.) Nr. 5 und (8.) die Beschleunigungen aus den 
Ungleichungen (8.) eliminiert werden können, wodurch dieselben auf Un- 
gleichungen zwischen der Zeit, den Örtern, den Geschwindigkeiten und den 
freien Kräften reduziert werden: 

(8'.) ei A I A 0. 
Bm2,2..3, (im 2,2... 

14. Die multiplikatorıschen Gleichungen. Die Ungleichung der vir 
tuellen Arbeiten (5.) Nr. 10 ist eine konsekutive Relation der Gleichungen 
und Ungleichungen des virtuellen Zwanges (6.) Nr. 10. Es gibt also immer 
Multiplikatoren 4 für die Gleichungen, und nicht negative Multiplikatoren y 
für die Ungleichungen des virtuellen Zwanges (6.), mit welchen multipliziert 
und addiert, dieselben die Ungleichung der virtuellen Arbeiten (5.) identisch 
ergeben (Ungl. IV, V), und mithin 
m&G=A,+ 4A, + A, lat ++ L;pı+ Lip t+t", 

m, T;,+ But + Bla + ++ MM, p + Mapa + 
m&=2+Uihut+ Calet+ ++ Nupı + ,P2+ 


deal, 2,,.); (» —0) 


9.) 





wenn nämlich durch doppelte Indices die gleichnamigen Koeffizienten der 
Relationen des virtuellen Zwanges (6.) unterschieden werden. Aus diesen 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. I6 
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Ausdrücken folgt umgekehrt mittels der Relationen des virtuellen Zwanges 
(6.) die Ungleichung der virtuellen Arbeiten (5.). Das System dieser para- 
metrischen Ausdrücke ist folglich ebenfalls äquivalent mit dieser Ungleichung. 


Existieren in der vorigen Nummer Koeffizienten F, @, FH, gibt es also 
Gleichungen in (8.), so können aus (9.) notwendigerweise sämtliche Multi- 
plikatoren eliminiert werden auch dann, wenn sonst die Anzahl derselben 
größer ist als die der Gleichungen, und durch die Elimination derselben 
gelangt man zu einem Systeme von bestimmten Gleichungen, welches mit 
dem Systeme der in (8.) vorkommenden Gleichungen äquivalent ist. Ist 
die Anzahl der Multiplikatoren (Ah und p) nicht kleiner als die der Glei- 
chungen (9.), so können also diese Gleichungen auf die folgende Weise 
oeschrieben werden: 


[ m; T u N; + $, qı + DB, da + ., 
(9) meh; + rt Pat, 
m; z, =d, +Au+ A, Rt", 





d. h. so, daß die Anzahl der neuen Unbestimmten 9, einfacher Funktionen 
der alten (A und p), kleiner wird als die Anzahl der Gleichungen, und daß die 
Koeffizienten ?, 7, X Funktionen der Zeit und der Koordinaten sind wie die 
Koeffizienten A, DB, €, L, M, N. — Deriviert man übrigens die Gleichungen 
(4) Nr. 5 nach der Zeit, und ersetzt dann die Komponenten &,, %;, 2; durch 
ihre Ausdrücke aus (9), so gelangt man zu Gleichungen in 9,, 92,..., AUS 
welchen diese a priori unbestimmten Größen sich als bestimmte Funktionen 
der Zeit, der Örter, der (seschwindigkeiten und der freien Kräfte ergeben. 

Wenn sich die Multiplikatoren 4 und p selbst schon auf diese Weise 
berechnen lassen, so setze man die Ausdrücke der Multiplikatoren »:>0, 
und man hat die bestimmten Ungleichungen (8.) Nr. 13 erhalten. 

Können aber die Multiplikatoren 4 und p auf diese Weise nicht dar- 
gestellt werden, so empfiehlt sich folgendes Verfahren zur Gewinnung des 
Inhaltes der bestimmten Ungleichungen. 

Es seien jetzt in (6.) Nr. 10 entweder überhaupt keine Gleichungen 
vorhanden, oder die vorhandenen Gleichungen von einander unabhängig. 
Im ersten Falle gibt es keine ganz willkürlichen Multiplikatoren h, und 
im letzteren Falle können die Unbestimmten q so gewählt werden, daß die 
Multiplikatoren A unter denselben enthalten sind. Beachtet man daher, dab 
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Ah, r A, + + Lıpı + L.;P: +=»®, 9ı+ »; Qt 
B,;; h,+ B,, +++ M,pı + M.;Pp +" = pP + P,9+ e... 
Ch, +++ Nipı + NP. + „Zz=Ä, ıt X Gt" 


so sieht man nach den zu (9.) gemachten Bemerkungen, daß in den Glei- 


n 


chungen: 
Lipı+ L4apa+ "= L,, 


(10.) M ;pı + Map + = M,, 
Npı + N,;P: + ee ae N 





die rechten Seiten bestimmte Funktionen der Zeit, der Örter, der Geschwin- 
digkeiten und der freien Kräfte bedeuten. In diesen Gleichungen sind die 
bestimmten Ungleichungen (8'.) Nr. 13 mittels der Postulate y>0 enthalten. 
Oft braucht man aber gar nicht diese bestimmten Ungleichungen zu kon- 
struieren, sondern man übersieht den vollen Inhalt derselben, indem man 
die Vektoren (7,, M;, N;) als Resultierende der Vektoren (7... N )p,,(p,>0) 
ins Auge faßt. 

Die bestimmten Ungleichungen ergeben sich übrigens aus den Glei- 
chungen (10.) dadurch, daß diese Gleichungen mit gewissen, von den Multi- 
plikatoren p unabhängigen Größen «,P,y multipliziert und addiert, Glei- 
chungen liefern: 
>(a, 1, +P,:M; +y,: N) = Kup + Kept-, 


(10'.) = (0, L.+ Pr; M.+ Ya; N,) = A, Pa + A Pat, 





\ 


deren rechte Seiten (einfache Funktionen der Multiplikatoren ») lauter nicht 
negative Koeffizienten A enthalten, und infolgedessen anzeigen, daß die linken 
Seiten ebenfalls nicht negative Werte aufweisen müssen: 


| = (a,; L;+ BP: M;+ Yu N;) —V, 
(10".) \ Z(e, 2; +, M; +74 N)>0, 


s, 





Sobald man aber den Inhalt dieser Ungleichungen vermöge der angegebenen 
vektoriellen Auffassung erkannt hat, ist man auch schon in der Lage, diese 
Ungleichungen sofort hinschreiben zu können. Es gibt sonst lediglich eine 
einzige analytische Methode für die Ableitung derselben, nämlich die in der 
vorigen Nummer aufgeführte parametrische Methode: die Forderung, die 


I6* 
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Koeffizienten «, ?, y auf alle notwendigen Weisen so zu bestimmen, daß 
die Koeffizienten Ä nicht negative Werte erhalten, führt zu dieser Methode 
zurück. 

15. Die indirekten multiplikatorischen Gleichungen. Jetzt soll nur ein 
Teil der Relationen des virtuellen Zwanges (6.) Nr. 19 parametrisch auf- 
gelöst werden, und das System der parametrischen Ausdrücke in Nr. 13, 
nämlich 


os,=HF, dv, +++ P, dw, +, y, zn (7 dv, +++ dw, tr", 
dz,;=H,dv+--+R,dw, +... 


soll jetzt nur mit jenem Teile der Relationen des virtuellen Zwanges gleich- 
bedeutend sein. Setzt man dann diese Ausdrücke in den übrigen Teil der 
Relationen (6.) ein, so ist der ganze virtuelle Zwang durch diesen Teil 
und durch die Ungleichungen dw, > 0, dw, >0,... dargestellt. 

Substituiert man die parametrischen Ausdrücke auch in die Unglei- 
ehung der virtuellen Arbeiten (5.) Nr. 10, so hat man in derselben eine 
konsekutive Relation der soeben erhaltenen parametrischen Relationen des 
virtuellen Zwanges. Indem man nachher mittels Multiplikatoren und nicht 
negativen Multiplikatoren die Koeffizienten der parametrischen Ungleichung 
der virtuellen Arbeiten durch die Koeffizienten der parametrischen Relationen 
des virtuellen Zwanges ausdrückt, hat man wieder ein multiplikatorisches 
Gleichungssystem erhalten, welches äquivalent ist mit der Ungleichung der 
virtuellen Arbeiten des Zwanges. 

Die bestimmten Gleichungen und der Inhalt der bestimmten Un- 
gleichungen, ergeben sich wie aus den direkten multiplikatorischen Glei- 
chungen in der vorigen Nummer. 

16. Über die Bestimmung der Unstetigkeitsstellen und der sprungweisen 
Fortsetzung eines Zwanges. Über die Bestimmung von Unstetigkeitsstellen 
und der weiteren Fortsetzung eines Zwanges handelt ein Aufsatz des Herrn 
A. Mayer”) und im Anschlusse daran, eine Mitteilung des Herrn Zermelo.”*) 
Diese Arbeiten setzen voraus, daß die linken Seiten der Relationen des 


*) „Über die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung für reibungs- 
lose Punktsysteme, die Bedingungsungleichungen unterworfen sind“, Ber. d. sächs. Ges. d. 
Wiss. 1899. S. 224. 

**) Über die Bewegung eines Punktsystems bei Ungleichungsbedingungen“, Gött. 
Nachr. 1899. S. 306. 
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Zwanges (1.) Nr. 3 totale Differentiale von Funktionen der Zeit und der 
Örter darstellen. Außerdem enthalten sie die Voraussetzung, daß die Anzahl 
der von einander unabhängigen Ungleichungen des Zwanges nicht größer 
ist als die Anzahl der von einander unabhängigen linken Seiten derselben. 

Ich beabsichtige hier, an die Stelle der Lösungsweise, welche von 


Herrn Mayer für sein Problem gegeben wurde, eine allgemeinere zu setzen, 
die von beiden einschränkenden Voraussetzungen frei ist. Dieses Ziel findet 
sich vorbereitet in den Nr. 5 und 6. 

Die Beschleunigungen, welche aus den Gleichungen in (8.) Nr. 13 
und nach Derivationen aus den Gleichungen (4.) Nr. 5 als Funktionen der 
Zeit, der Koordinaten, der Geschwindigkeiten und der freien Kräfte hervor- 
gehen, liefern eine Bewegung, welche zufolge des aufgestellten Erfahrungs- 
satzes (Nr. 10) unter einem stetigen Zwange (1.) Nr. 3 vor sich geht solange, 
und nur solange, als die Ungleichungen in (8'.) Nr. 13 befriedigt werden. 
In dem Momente, wo wenigstens eine der Funktionen 42 in (8) negativ 
wird, entsteht eine spontane Unstetigkeit des Zwanges. 

Es fragt sich überdies, welche Relationen des Zwanges dann zu 
existieren aufhören. 

Eine spontane Unstetigkeit des Zwanges wird dadurch charakterisiert, 
daß in den parametrischen Ausdrücken des virtuellen Zwanges (Nr. 10): 


(7.) doa,=2F,du, +z&P,dw,, oy,=2G,0v, + ZFQ,Jw;, 
oz, =2H,dv + FR,dw,, (dw 


eine oder mehrere der nicht negativen Parameter (dv) von einem Zeitpunkte 
an ganz frei werden, so daß dieselben von diesem Zeitpunkte an ganz be- 
liebige Werte annehmen dürfen, und außerdem treten nachher eventuell noch 
ganz neue, mit willkürlichen Parametern behaftete Glieder in diesen Aus- 
drücken auf (Nr. 6). Letztere sollen dann in die ersten Summen auf- 
genommen gedacht werden. Es mögen von einem Zeitpunkte an die Para- 
meter dw, dw,,... frei werden. Dann hören diejenigen Ungleichungen des 
virtuellen Zwanges auf zu existieren, in welchen nach den Substitutionen (7.), 
wenigstens einer der Parameter dw,, dw,,.... tatsächlich vorkommt, und 
von diesem Zeitpunkte an müssen in (8.) Nr. 13 die linken Seiten, welche 
die Koeffizienten P;, Qu, Ra; Pr, Qu, Ru; usw. enthalten verschwinden: 
hierdurch und vermöge der neuen Parameter dv treten neue Gleichungen 
zu den in (8.) befindlichen. Zugleich hören aber in (4.) Nr. 5 ebensoviele 
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Gleichungen auf zu existieren. Für die Gleichungen (4.) hat man nämlich 
die parametrischen Ausdrücke (3.) Nr. 5: 


da=P,dt+FF,dv,, dy=Qd+Z&G,deu, dz;=R,dt+ZH,d, 


mit den alten Parametern dv, — und nach der Befreiung der Parameter 
dw,, dw,,... wird man haben: 


da; = P,udt+ FF,dı,+P,.dw,+ P,dw, + ..., 
dy = Au dt + FG,dv, + Q.dw,+ Q,dw, + ..., 
d,=R,„dt+ZH,dv,,+R,dw, + R, dw, + 


nn 


mit eventuell hinzugetretenen neuen Parametern dv. — 

Hat man nun an den Funktionen 2 auf die vordem angegebene 
Weise erkannt, daß in dem Zeitpunkte ? eine spontane Unstetigkeit eintritt, 
und verschwinden dabei in dem Zeitpunkte ? die Funktionen 42,, (2;,... in 
(8°) Nr. 13, so kann diese Unstetigkeit nur darin bestehen, daß wenigstens 
einer der Parameter dw,, dwz,... frei wird, und infolgedessen eventuell 
auch neue Parameter dv auftreten. Verschwindet in dem Zeitpunkte ? eine 
einzige der Funktionen 2, so ist schon damit der neue Zwang bestimmt. 
Verschwinden aber wenigstens zwei Funktionen (2 in diesem Zeitpunkte, 
so muß man untersuchen, bei welchem oder bei welchen befreit gedachten 
Parametern dw,, dw;,... sich gleich nach dem Zeitpunkte ? die Ergebnisse 
der bestimmten Gleichungen mit den bestimmten Ungleichungen vertragen, 
zu welchen letzteren gehört, daß die Differentiale derjenigen Ausdrücke 


=(L2<+My+ND) +0, 


in welchen nunmehr wenigstens einer der Parameter dw,, dw,,... vorkommt, 
zu Beginn des neuen Zwanges positive Werte aufweisen müssen (Nr. 6). 

Ist man in der Lage, nach passender Interpretation der multiplikato- 
rischen Ausdrücke (10.) Nr. 14 die bestimmten Ungleichungen (10".) un- 
mittelbar hinschreiben zu können, und erkennt man in diesen Ungleichungen 
die Koeffizienten «, ?,y in (10'.), so kann man auch die rechten Seiten der 
Gleichungen (10'.) hinschreiben, denn man hat aus (10.): 


K,, a =(q,; L; + Pai AM, + Yni N); 
und so kann man aus den rechten Seiten der Gleichungen (10'.) entnehmen, 


unter welchen Ungleichungen des Zwanges diejenigen zu suchen sind, welche 
dadurch aufhören zu gelten, daß eine oder mehrere der Ungleichungen (10”.) 
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nicht mehr befriedigt werden. Es sind dies nämlich diejenigen Ungleichungen 
des Zwanges, mit den eventuell zugehörigen Gleichungen, deren Multipli- 
katoren (p) in (10'.) in Ausdrücken vorkommen, wo die linken Seiten mit 
dem Aufhören des alten Zwanges verschwinden. In Nr. 15 wird ein dies- 
bezügliches Beispiel gegeben werden. 

Der Eindeutigkeitsbeweis des Herrn Zermelo kann auch auf diese 
allgemeinen Erörterungen bezogen werden. Insbesondere muß aber dabei 
wegen der Endbemerkung der Nr. 5 die Bemerkung am Schlusse der 
Nr. 6 in Betracht gezogen werden, wegen des Falles nämlich, wo nicht 
holonome Gleichungen mit den gefährdeten Ungleichungen verbunden vor- 
kommen. 

Es war jetzt immer von einer spontanen Unstetiekeitsstelle des 
Zwanges die Rede. Stetigkeitsstörungen, die in einem plötzlichen Anwachsen 
des Zwanges bestehen, gehören im allgemeinen nur dann in den Rahmen 
der im ersten Artikel gemachten Voraussetzungen, wenn der plötzliche An- 
wachs stoßlos erfolgt. Ich verstehe darunter, daß in dem Momente, in 
welchem der Anwachs sich einstellt, die Massenpunkte Geschwindigkeiten 
besitzen, die die Bedingungsgleichungen (4.) Nr. 5 des vermehrten Zwanges 
befriedigen. Nimmt man jetzt die Ungleichungen (8'.) Nr. 12 so, wie die- 
selben dem neuen Zwange entsprechend sich ergeben, so erkennt man an 
denselben, wie im Falle einer spontanen Unstetigkeit, ob der momentane 
Anwachs des Zwanges nicht sofort gänzlich oder teilweise aufhört zu be- 
stehen, und im letzteren Falle kann man wie im Falle einer spontanen 
Unstetigkeit ermitteln, welcher Teil des Zwanges weiter erhalten bleibt. 

Es ist nachträglich zu bemerken, daß bei allen diesen Betrachtungen 
die Relationen des Zwanges gemäß der in Nr. 5 definierten „ursprünglichen“ 
Konstruktion zu nehmen sind, denn beiseite zu lassende Relationen dürfen 
in den zurückbleibenden in keiner Weise mehr zur Geltung gelangen. 

17. Kriterium für die Stabelität des Zwanges. Ein stetiger Zwang (1.) 
Nr. 3 ist stabil (Nr. 8) solange und nur solange, als die Werte der Funk- 
tionen 2 in (8.) Nr. 13 oberhalb einer angebbaren positiven Grenze 
liegen. Beweis: 

Im Sinne der Definition der Variationen (t,y.3) der freien Kräfte 
folgen aus den Gleichungen (8.) Nr. 13 für dieselben die Gleichungen: 


(a) (Fun +6 + Hat, FFart+ Gay + Haz)=0,.... 
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Durch diese Gleichungen sind die Systeme der Zuwüchse (r, 4. 3) bestimmt. 
Die linken Seiten der Ungleichungen (8.) Nr. 13 hängen aber von diesen 
Zuwüchsen (nach Variation der freien Kräfte um dieselben) der Reihe nach 
vermöge der additiven Glieder: 


%) -FRAntlayt Rad, -FlPart+ day + Razdı.-- 


ab. Aus (a.) folgt nun, daß die Funktionen 2 in (8°) Nr. 13 von diesen 
/Zuwüchsen (nach Variation der freien Kräfte um dieselben) der Reihe nach 
ebenfalls vermöge der Ausdrücke (Ö.) als additiven Gliedern abhängen. Zu- 
folge der Gleichungen (a.) werden nämlich bei der Substitution der Beschleu- 
nigungen (, 7, 2) aus den Gleichungen (8.) und den derivierten Gleichungen 
(4) Nr. 5 in die Ungleiehungen (8.) keine Zuwüchse (r,y,3) eingeführt. 
Nach Variation der freien Kräfte (X, Y,Z) um (r,9,3) gehen mithin die 
Ungleichungen (8) in 


(t, Lin Yi, ze Us Yis <is A, ’ N, Z) ER =(P, l; + A, v; + R, 3) > v, 
fe.) $2, (t, Us Hir-is L, Y, Zu; X, ) r,, 7) 252 =(P. I; + Q; ); + R; 3.) Be v, 


) 
ai 





((=1,2,.. 


über. Besitzen die Funktionen (2 während des stetigen Zwanges Werte. 
die oberhalb einer angebbaren positiven Grenze liegen, so kann man sicher- 
lich eine obere Grenze für die Größen der Zuwüchse (r,y.3) angeben, bei 
welcher diese Ungleichungen noch bestehen, denn die Koeffizienten ?, Q, A 
sind stets endlich (Nr. 4), der Zwang ist also stabil. Verschwindet aber 
z.B. die Funktion (2, in dem Zeitpunkte /,, so entsteht unter der Wirkung 
mancher variierten freien Kräfte (X+r, Y+9,7+3) schon vor diesem 
Zeitpunkte eine spontane Unstetigkeit des Zwanges, wie niedrig auch die 
obere Grenze für die Größen der Vektoren (r,4,3) gegeben wird, denn die 
Koeffizienten in der Summe = (Par; + Q,9,+ R,3) sind unter einem stetigen 
/Z,wange für eine angebbare Zeitdauer nie sämtlich Null (Ende der Nr. 4), 
und überdies kann diese Summe nicht für alle durch («.) definierten Zu- 
wiichse (r. 9.3) verschwinden, sonst könnten die Koeffizienten P;, du, Zu 
multiplikatorisch durch die Koeffizienten F, @, 7 aus (a.) dargestellt werden, 
so daß man für dieselben die Ausdrücke: 


Ayı F. + ho F. + an. Ay (7 + aa + er. hy MH, +4. N; + Er 
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hätte, was doch nicht tunlich ist; denn der Parameter dr, wäre dann in (7. 
Nr. 10 ganz frei, wogegen derselbe in der Tat > 0 sein muß. Hätte aber 
diese Summe für gewisse (t,),3) einen negativen Wert, so bedenke man, 
daß nach (a.) auch — (r,y.3) in betracht kommen muß, und für diese Zu- 
wüchse würde schon die 4-te variierte Ungleichung, d.h. die “-te Unglei- 


chung in (c.) vor dem Zeitpunkte 4, unrichtig werden, wie niedrig auch die 


” 
obere Grenze für die Größen der Vektoren (r.y.3) angesetzt würde. 

18. Über die Anzahl der Unglerchungen eines Zwanges. In allen Be- 
trachtungen, denen ich in Büchern oder Zeitschriften über Ungleichungs- 
mechanik begegnet bin, habe ich gefunden, daß dieselben stillschweigend 
voraussetzen, daß die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen 
des Zwanges nicht größer ist als die Anzahl der von einander unabhängigen 
linken Seiten derselben. Die Methoden namentlich, nach welchen in diesen 
Betrachtungen gewisse Folgerungen aus der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten oder aus der Ungleichung des kleinsten Zwanges gezogen werden, 
sind nur für jene Voraussetzung zulässig. ”) 

Dieser Umstand hat mich hauptsächlich bewogen, meine Untersuchun- 
een, welche ich zerstreut in verschiedenen Zeitschriften dargelegt hatte, 
systematisch geordnet und durch manche Zusätze ergänzt in diesem Journal 
zu veröffentlichen. 

Inzwischen ist es zu meiner Kenntnis gelangt, daß Herr //. Min- 
kowski sich in seiner „Geometrie der Zahlen“, ebenfalls von allgemeinem 
Standpunkte aus mit Ungleichungen befaßt hat.””) Seine Entwicklungen 
sind ebenfalls frei von der erwähnten einschränkenden Voraussetzung. Die- 
selben betreffen die parametrische Auflösung und den Satz von den Multi- 
plikatoren. Ich habe zuerst den letzteren bewiesen (Ungl. IV) und dann 
aus diesem die erstere abgeleitet (Ungl. VI). Herr Minkowskı hat den um- 
sekehrten Weg eingeschlagen. Schon aus diesem Grunde sind die beiden 
Darstellungen von verschiedenem Charakter. Dazu kommt, daß Herr Min- 
kowski in der Ableitung des Satzes der Multiplikatoren zahlengeometrische 


*) Neben den hier schon zitierten Arbeiten erwähne ich z. B. aus den neueren 
Publikationen einen Aufsatz des Herrn ZL. Henneberg (Dieses Journal Bd. 113. 1804), wo 
(S. 182) den Variationen dr, beliebige positive unendlich kleine Werte zugeschrieben 
werden, und die „Grundlegung der Mechanik“ von Herm A. Voß (Enz. d. math. Wiss. 
1901), wo die &, als von einander unabhängige nicht positive Variabeln behandelt werden. 

**) Leipzig B. G. Teubner 1896. $ 19. „Anhang über lineare Ungleichungen“. 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 27 


- 
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Beziehungen benutzt, während ich mich nur der geläufigen algebraischen 
Hilfsmittel bediene. 

Jedenfalls ist einesteils in den beiden Darstellungen, anderenteils 
in den weiteren Auseinandersetzungen meiner Arbeit der Grund zu einer 
Behandlung der Mechanik gelegt, welche, wie die gegenwärtige, zuläßt, daß 
die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen des Zwanges 
größer ist als die Anzahl der von einander unabhängigen linken Seiten 
derselben. 

Verhältnisse, unter denen diese Beziehung wirklich vorhanden ist, 
stellen sich aber oft ein. Es möge erlaubt sein, hier ein gewöhnliches Bei- 
spiel aufzuführen. 

Beispiel. Ein starres System von Massenpunkten liegt auf einer 
widerstehenden glatten Unterlage als Lagersystem, die der gegenseitigen 
Berührung eine ebene Oberfläche darbietet. 

Ist die Anzahl der äußersten anliegenden Massenpunkte (d.h. der- 
jenigen anliegenden Massenpunkte, deren Polygon keinen anliegenden 
Massenpunkt ausschließt und dabei keinen konvexen inneren Winkel auf- 
weist) größer als drei, so zeigt sich schon die soeben erwähnte Beziehung. 
Um dies einzusehen, möge die Starrheit des Punktsystems (x, y, 2) m durch 
sechs Differentialparameter ausgedrückt werden. Beschränkt man sich auf 
die virtuellen Verrückungen (dr, dy, dz), so hat man als Ausdrücke der 
Starrheit: 


Or=da+zrdv -ydw, dy=db+adw—zrdu, dz=dc+ydu—xrdr 


mit den sechs willkürlichen Veränderlichen da, db,dc, du, dv, dır als Para- 
metern. Die dritte Koordinatenachse soll von der Unterlage aus nach außen 
hin auf die Berührungsebene normal gerichtet werden. Dann hat man für 
einen jeden anliegenden Massenpunkt (%,, %, 2) m, den virtuellen Zwang 
d zu, > 0, d.h. 

Sc+ydu—a,dv>0, 


Ungleichungen, die nur die drei Parameter dc, du,(dv enthalten. Die An- 
zahl der von einander unabhängigen linken Seiten kann daher nicht drei 
überschreiten. Die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen 
ist aber gleich der Anzahl der äußersten Berührungspunkte. Man kann in 
der Tat unmittelbar einsehen, daß, sobald ein Massenpunkt, welcher in einem 
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Eekpunkte des Berührungspolygons sich befindet, von den übrigen Massen- 
punkten losgelöst wird, sich schon die Bewegungsfreiheit der übrigen 
Massenpunkte erhöht. Sobald also eine Ungleichung dz,>0, die für einen 
Eekpunkt des Berührungspolygons gilt, weggelassen wird, vergrößert sich 
schon das Wertgebiet der Variabeln (da, du,dr) d. h. eine jede solche 
Ungleichung ist von den übrigen unabhängig. 

Dieses Beispiel ist zugleich auch geeignet zu zeigen, wie manche 
in dem vorhergehenden angegebene Verfahrungsweisen in konkreten Fällen 
wirklich ausgeführt werden können. 

Setzt man 


I (mi —_ A)=A, (my — N)=D, Z(m7—Z) U, 
Z[y(m?—Z)—z(my—- P)=U, Flr(mi— A)—-a(mi—Z))=F, 
[a (my— F)—y(mi—A)=W, 
so erhält man aus (5.) Nr. 10 für das starre System: 
Ada+bdb + Ude +Udu+Nde + NW dw >O. 


Bedeuten daher die Größen « nicht negative Multiplikatoren für die soeben 
aufgestellten Ungleichungen des Berührungszwanges, so ergibt sieh: 


Be TO 


+ 


U=Zuy,, Y=—Zu%, V—0 


(Nr. 15). Außerdem hat man während der Stetigkeit des Zwanges die Un- 


een z=konst., wenn die xy- Ebene 


oO 


gleichungen «>00, und die Gleichun 
in die Unterlage gelegt wird. Dazu kommen noch die bestimmten Integral- 
gleiehungen der Starrheit. 

Die Achsen des Koordinatensystems x, y, 2 sollen in der schon an- 
gegebenen Stellung der dritten Achse zu der Unterlage liegen und letztere 
an der Erde befestigt werden. 

‘s möge zunächst lediglich die Schwere als freie Kraft vorhanden 
sein und die dritte Koordinatenachse, d. h. also die Normale der Berührungs- 
ebene soll mit der Richtung derselben den konstanten Winkel & einschließen. 

Man findet leicht die Gesamtheit der Bewegungen, während deren 
der Zwang stetig ist, d. h. immerfort dieselben Massenpunkte (x, Yu. &,) 
sich mit der widerstehenden Ebene in Berührung befinden. Suchen wir die 
Bedingungen einer solehen Bewegung. 
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Die hierzu gehörigen Bewegungen des starren Systems werden bestimmt 
durch die Gleichungen A=0, B=0, W=0 mit Hinzunahme der Gleichungen 
:=konst.: der Massenmittelpunkt bewegt sich, wie ein einzelner, auf der 
Berührungsebene liegender Massenpunkt unter der Wirkung der Schwere, 
und das starre System dreht sich mit einer konstanten Winkelgeschwindig- 
keit 9 um die durch seinen Massenmittelpunkt gelegte und auf der Be- 
rührungsebene normale Achse. 

Was nun die Bedingungen dieser Bewegungsart betrifft, so werden 
dieselben durch die drei multiplikatorischen Gleichungen geliefert. Diese 
enthalten keine bestimmten Gleichungen, wohl aber bestimmte Ungleichungen. 
Die erste verlangt, daB U >OÖ, d.h. - Pcoss >00, wenn P das Gewicht des 
starren Systems bedeutet. Es muß also cos&e<{O sein, womit gesagt wird, 
daß bei der Berührung des starren Systems und der widerstehenden Ebene 
ersteres oben und letztere unten liegen muß, denn die dritte Koordinaten- 
achse war von der Unterlage nach außen gerichtet. Die beiden anderen 
multiplikatorischen Gleichungen enthalten nur implizite bestimmte Un- 
gleichungen. Diese Gleichungen können aber, so wie sie sind, in über- 
sichtlicher Weise interpretiert werden. Man braucht nur ein, an dem starren 
System befestigtes Koordinatensystem «, y', 2’ einzuführen, dessen dritte Achse 
durch den Schwerpunkt geht und mit der alten dritten Achse gleichgerichtet 
ist. Die beiden noch übrigen multiplikatorischen Gleichungen lauten in 
diesem Koordinatensysteme 


7 ! N y ! Y ! 29 . ! ! 
Zu =#"3miz, Zuy = 3Emy?z, 


woraus vermöge der ersten multiplikatorischen Gleichung 


. f "y xr rı ’ N 12 u Be 
Zus, _O’Zmız zuy, _OH2my'z 
Su — Peose ’ Zu — Pecose 


folgt. Diese Gleichungen deuten an, daß derjenige Punkt der Berührungs- 
ebene, dessen Koordinaten gleich den hier stehenden rechten Seiten sind, 
in dem Berührungspolygon enthalten sein muß. In dieser und in der vorigen 
Forderung (cos e<Z0) liegen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die ermittelte Bewegungsart, vorausgesetzt natürlich, daß Anfangslage und 
Anfangsgeschwindigkeiten den bestimmten Gleichungen ==konst. entsprechen. 

Ist die Berührungsebene horizontal, so daß e=n ist, wirkt aber außer 
der Schwere in einem Punkte («a', b’, c) des starren Systems noch eine 
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,‚ so findet 





vertikale freie Kraft (0,0, —<) von der veränderlichen Größe | 
man, daß der Schwerpunkt sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt 
und das starre System sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ö um die 
durch den Schwerpunkt gehende vertikale Achse dreht, solange die multi- 
plikatorischen Gleichungen 


Ay y P+&, 
Zu =®"ZmXW!’+ ba, 


Zu, = 0" my z’ + h' 


bestehen. — Um jetzt eine Anwendung der Nr. 16 zu zeigen, soll der Ein- 
fachheit halber # gleich Null angenommen werden. Außerdem nehme ich 
an, daß P+& nie gleich Null wird, sondern fortwährend einen positiven 
Wert hat. 

An Stelle des Koordinatensystems «', y. 2° nehmen wir ein anderes, 
ebenfalls an das starre System befestigtes, welches sich von jenem darin 
unterscheidet, daß die dritte Achse desselben nicht durch den Schwerpunkt. 
aber jedenfalls durch das Innere des Berührungspolygons geht. In diesem 
Koordinatensysteme sollen die Koordinaten der Eckpunkte des Polvgons 
mit &,,9,; @=1,2,...), die beiden ersten Koordinaten des Schwerpunktes, 
also die Koordinaten des Punktes, in welchem die Berührungsebene von 
der Lotlinie des Schwerpunktes getroffen wird, mit a,b, und die beiden 
ersten Koordinaten des Punktes, wo die Kraft (0,0, — ) eingreift, mit «a. 
bezeichnet werden. Jetzt hat man die multiplikatorischen Gleichungen 


Zu=P+P, FZuw=aPf+ab, Zuy,=bP/+b#b (u 


als Bedingungen der gefundenen Bewegungsart. — Setzt man zur Abkürzung 
aP+tap m bP+b# 
P+ P=p, ie —E, r =n, 
P+®» P+® 1 


so hat man die Gleichungen 


zu=?, zu; =pS, Zuy=pn» (u, >0, p>v) 


Solange der Punkt ($,7) der Forderung «,>0 entspricht, wird die 
angegebene Bewegungsart (mit der speziellen Annahme #=0) gelten, denn 
die in den letzten drei Ausdrücken enthaltenen bestimmten Ungleichungen 
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werden notwendigerweise erfüllt, und, wegen des vorgesetzten Zweckes, 
sollen jetzt vor allem diese Ungleichungen konstruiert werden (Nr. 16). 

Sind der Reihe nach 1,2,... die Eckpunkte des Berührungspoly- 
gons und 


l+anzc + Pa y=d, 1 + 0304 P;y=0,... 


die Gleichungen der Geraden (1,2), (2,3) usw., d. h. die Gleichungen der 
Kandlinien des Polygons, so wird die Forderung, daß der Punkt (&, ,) sich 
in dem Polygon befinde, bei der getroffenen Wahl des Koordinatensystems 
durch die Ungleichungen 


1+0e.5+P.n>0, l+0,35+ßa3n>0,... 


gegeben. Dies sind die gesuchten bestimmten Ungleichungen. Dieselben 
sind offenbar unabhängig von einander. 

Vergleicht man sie mit den soeben aufgeschriebenen multiplikatori- 
schen Gleichungen, so sieht man auf der Stelle, daß 


1+0,5+Poan)p= Zu ten Zu; + Pr Fu; y, 
USW. 
Man hat also: 


(1+025+ PıN)P= (1 + or + Pı2Yı) u 
+ (1 + 0e2X2 + P12%:) Ur 
+ (1 + 0223 + P2y5) u; 


-- . . . . . . 4 
USW. 


In der ausgeschriebenen Gleichung verschwinden die Koeffizienten von u, 
und ı,, weil die Punkte (x,,y,) und (x, y,) auf der Geraden (1,2) liegen. 
Die übrigen Koeffizienten dagegen sind alle positiv (>0), denn die Punkte 
(5, 23) usw. befinden sich auf der positiven Seite der Geraden (1,2), d.h. 
auf der Seite, auf welcher das Polygon und mithin der Anfangspunkt des 
INoordinatensystems sich befindet. In dem multiplikatorischen Ausdrucke von 


(,..+)=1l+e, ,1$+ Pi" 


fehlen also die Multiplikatoren «, und «;,,, und alle übrigen Multiplikatoren 
sind darin mit positiven Koeffizienten enthalten. 
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Befriedigt nun der Punkt ($, 7) nach einem gewissen Zeitpunkte die 
Forderung (?,+1)>0 nicht, wohl aber die übrigen Forderungen: 


ES, Dr y>,..., 


so müssen von den Ungleichungen des Zwanges diejenigen unterdrückt 
werden, welche mit den Multiplikatoren «,,..., 4;_1, !&4>,... versehen waren, 
d. h. die Ungleichungen d2, >0, 02, >0,..., d2_,>0, dz,,. 0, ... hören 
auf zu existieren; die Eekpunkte 1,2,....—1,?+2,... des Polygons be- 
ginnen also sich zu erheben. 

Daraus ersieht man folgendes: Befindet sich der Punkt, dessen Koor- 
dinaten in der Berührungsebene durch 


aP+a® bP+bP 


(PıL&\- 
P+® P+® €; u b) — U) 


dargestellt werden, anfänglich im Innern des Berührungspolygons, — bewegt 
sich aber dieser Punkt während einer stetigen Veränderung von «<P durch 
eine Randlinie des Polygons hindurch, begibt sich derselbe also auf die 
negative Seite dieser Randlinie, so erheben sich nur die beiden Eckpunkte 
nicht, die auf dieser Randlinie liegen. 

Bewegt sich der Punkt während einer stetigen Veränderung von & 
durch einen Eekpunkt des Polygons hindurch und begibt sich derselbe 
hierbei auf die negative Seite beider anliegenden Randlinien, so muß eine 
in Nr. 16 allgemein angedeutete weitere Untersuchung entscheiden, ob nur 
dieser Eckpunkt oder eine der beiden anliegenden Randlinien, und dann, 
welche derselben mit der Unterlage in Berührung bleibt. 


III. Über die Reibung. 


.19. Erweiterung des Zwangsbegriffes. Es soll jetzt zugelassen werden, 
daß in dem Lagersysteme gewisse Veränderungen vorkommen können, welche 
von der Bewegung der Massenpunkte und von den auf dieselben wirkenden 
freien Kräften veranlaßt werden. 

Wird dabei die Definition der virtuellen Verrückungen (dx, dy,d?) 
nach dem Wortlaut der in der Fußnote der Nr. 10 gegebenen Deutung der- 
selben genommen, so ist man in der Lage, mittels passender Vorstellungen über 
Jene Veränderungen zu einer statthaften Auffassung der gleitenden Reibung 
zwischen dem Lagersystem und den Massenpunkten zu gelangen. 
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Befindet sich ein Massenpunkt in relativer Ruhe mit Reibung ohne 
Adhäsion auf der Oberfläche des Lagersystems, so soll die Reibung so vor- 
gestellt werden, daß der Massenpunkt unter der Einwirkung der freien Kraft 
eine kleine konische Einbiegung in der elastischen Grenzschicht des Lager- 
systems hervorgerufen hat. 

Befindet sich ein Massenpunkt in relativer Bewegung mit Reibung 
ohne Adhäsion auf der Oberfläche des Lagersystems, so soll die Reibung 
so vorgestellt werden, daß unter der resultierenden Einwirkung der freien 
IXraft und der relativen Bewegung der Massenpunkt fortwährend ein flaches 
Tal in der elastischen Grenzschicht des Lagersystems hervorbringt, wobei 
vor dem Massenpunkte, in unmittelbarer Berührung mit ihm, sich stets ein 
kleiner Abhang, wie eine relative schiefe Ebene in bezug auf die Berührungs- 
ebene der Oberfläche befindet. 

Wie sich zeigen wird, führen diese Auffassungen der Beziehung eines 
Massenpunktes zu dem Lagersysteme, bei Aufrechthaltung der Ungleichung 
5.) Nr. 10 der virtuellen Arbeiten, zu den bekannten Eigenschaften der 
eleitenden Reibung. 

20. Zustand der relativen Ruhe. Es wird genügen, den Fall zu 
betrachten, wo das Lagersystem in dem benutzten Koordinatensysteme ruht. 

Die Normalen der konischen Vertiefung, als Kegelfläche, sollen nach 
dem Inneren des Lagersystems gerichtet sein. Bedeuten «, ,,y die Richtungs- 
kosinus einer solchen Normale der unter dem Massenpunkte (,, y,; 


ı 


‚2z,) m, ent- 
standenen Vertiefung, so hat man, als eine Relation des virtuellen Zwanges 


— (ad, + Pdy,+ydz)>d, 


und die Gesamtheit der Relationen, die aus der Berührung des Massen- 
punktes mit der Kegelfläche für die virtuellen Verrückungen entspringen, 
kann in die einzige multiplikatorische Ungleichung 


= [a0 ©,+ Pdy,+ydz)ADs >0 
zusammengefaßt werden, das heißt 
(11.) (di, fa .Ds+Jy,; [PA Ds+dz, [yı Ds] >Vd, 


wo Ds ein Linienelement auf der Kegelfläche, «,ß,y die Richtungskosinus 
der zugehörigen Normale dieser Fläche und die A endliche nicht negative 
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sonst, vorläufig wenigstens, willkürliche Größen bedeuten. Die Produkte 
‚]s stellen nicht negative Multiplikatoren vor. 

Bestehen außerdem noch für einen anderwärtigen Zwang die in (6.) 
Nr. 10 angegebenen Relationen, so erhält man für den Zustand der Ruhe 
als äquivalent mit der Ungleichung der virtuellen Arbeiten (5.) Nr. 10 die 
multiplikatorischen Gleichungen 


X +2 Auly+ & Lupı SerDbs, 


(12) Y+ 2 Buln+ 2 Mupı= f BuDs, 





ARE z N.p= f yADs. 
k « 


(p 0,4 u. el, 2...) 


Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind die Komponenten eines 
Vektors, der von der Spitze eines Kegels aus nach dem Innern desselben 
rerichtet ist, nämlich des Kegels, welcher von den Strahlen («, >, 
bildet wird. 

Ist dies ein Rotationskegel, so multipliziere man die aufgeschriebenen 


v) 0@- 
“7 5° 


Gleichungen der Reihe nach mit den Richtungskosinus der gewöhnlichen 
lokalen Flächennormale des Lagersystems und addiere dieselben nachher. 
Auf diese Weise gelangt man zu der bekannten Ungleichung des Gleich- 
eewichtes.*) Die Hälfte des Öffnungswinkels des Kegels ist der sogenannte 
keibungswinkel. 

21. Bewegung. Aus der Berührung des Massenpunktes (,. y,, 2,) m, 
mit der relativen schiefen Ebene entsteht die Ungleichung 


(13.) (a0 +P,dy,+Y92)>0, 


wenn nämlich «,, ?,,/; die Richtungskosinus der nach dem Innern des Lager- 
systems zeigenden Normale der schiefen Ebene sind. Aus der Berührung 
mit dem Boden des flachen Tales stammt hingegen die Ungleichung: 


(14.) A, dx; +B; Oy, +0,02, > 0, 


wenn 4;, D,, €, die Richtungskosinus der nach außen zeigenden gewöhn- 


; 


liehen Flächennormale des Lagersystems in dem Punkte (,. y,, 2,) bedeuten. 


*) John H. Jellett „Die Theorie der Reibung“, deutsch bearb. von J. Lüroth und 
A. Schepp. Leipzig, B. G. Teubner, 1890, S. 23. 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 
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Die letztere Ungleichung (14.) stellt einen gewöhnlichen virtuellen Zwang 
vor, welcher auch bei Fortfall der erfolgten Deformation des Lagersystems 
vorhanden wäre. 
Die Relationen (6.) Nr. 10 sollen den weiteren virtuellen Zwang vor- 
stellen, dem die Massenpunkte eventuell noch unterworfen sind. 
Demzufolge bestehen als äquivalent mit der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten die multiplikatorischen Gleichungen 


m&= A; + FA, + 3 Lıp-Pe;+ Q; 4, 


(15.) m; Y,; zum E, + ZB, h, + > Mpx _ P.P; +4, Bi 
m,&=2+20,h4+2 NP Pr Py: +0. 





(pr >V, P>vV,9 >0),(=1,2,...) 


Bilden aber die Richtungen («;, %,,y,) und — (A,, D,, C;) den Winkel & 


und bedeuten Z,, 7, N, die Richtungskosinus der in bezug auf die Grenz- 
schicht des Lagersystems relativen Geschwindigkeit des Massenpunktes (?), 
so hat man 

3, — M, sin 8, — D, 608 &,, (cos &; 0) 
v,—= N, sin &— ('; 608 &,. 

Setzt man daher 


(Q,+ PP; cos = Ä,, P; sin & = R;u,, 


so folgt für die beiden letzten Glieder der Gleichungen (15.) 


— P.a;+QA,=R,(A,— u, L), 
(15°) - PP:+QB= RB —- u, M,), 
Bree P. Yi + (; ( j . Rh, (( i a; N,) 





im Einklange mit bekannten Gleichungen.”) 

Man hat noch die Gleichungen der Nr. 5 und die Gleichung oder 
die Gleichungen der Oberfläche des Lagersystems. Den Ungleichungen (13.) 
entsprechen keine bestimmten Gleichungen für die wirkliche Bewegung; die 
Beweisführung in Nr. 5 kann hier in der Tat nicht angewendet werden, weil 
eine Gruppe der möglichen Verrückungen Deformationen in der elastischen 
Grenzschicht des Lagersystems veranlaßt, so daß den Ungleichungen (13.) 


*) Jellet a. a. O., S. 111, 129. 
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schon keine Relationen der möglichen Verrückungen entsprechen; die Defi- 


& von den mög- 


nition der virtuellen Verrückungen ist ja hier unabhängi 
liehen Verrückungen (Nr. 19). 

Befindet sich der Massenpunkt (7) lose in einer unendlieh dünnen 
Röhre des Lagersystems, so bestehen im Sinne der angegebenen Auffassung 
der Reibung noch immer die Gleichungen (15.) und (15'.), nur sind die 
Riehtungskosinus A,, 3,, C'/; jetzt durch die geometrischen Verhältnisse nicht 
vollkommen bestimmt, denn man kann im voraus nicht wissen, an welchem 
Punkte immer des durch den Massenpunkt gelegten Querschnittes die Be- 
rührung mit der Röhrenwand stattfindet. Man weiß jetzt im voraus nur soviel, 
daß die Richtung (A,, B,. C;) in der lokalen Normalebene der Röhre liegt. 
Bedeuten aber A}, Bi. €; 


Willkür bestimmter Normalen (4,, 5,, C,) unter der Bedingung, daß 


und A;, 5, C; die Richtungskosinus zweier nach 


L 


(15.): -1<(4,4/+BB/ +60 =cos0<1, 





so kann man diesen Umstand unter anderem durch die Gleichungen 


BASRAıBRA" RB-RB+ıRB, RO=RC+R"C 


.3 


ausdrücken, wo Z#}; und AR} a priori ganz unbestimmte Multiplikatoren dar- 
stellen. Dieses Mal dürfen also die Gleichungen (15'.) wie folgt mit /; und 
I; als zwei Unbestimmten geschrieben werden: 


_ Ba,+QA=RA+ BR" A'—uR, L, 
_P3+QB=RB'+R" B" u RM, 
Ban r Yi + Q, ( j . IR ( R + R; ( . - H; R; N ) 


= R’+Kh”+2R,R; c0s®, 
R,>®; 


Th 
m 
wi 

ur 

ww 





abermals gebräuchliche Ausdrücke. Zum Ersatze für die zweifache Un- 
bestimmtheit (#;, /;) hat man jetzt zwei Gleichungen anstatt einer für die 
reibende Grenzschicht, die Gleichungen für die Leitlinie der Röhre. 

Befindet sich der Massenpunkt in einer zweiwändigen konkaven Ecke 
des Lagersystems, so sind die Kosinus (A;, Bi, C;) und (A, BY, () gegeben 
als Richtungskosinus der nach außen oder nach innen zeigenden Normalen 
der Wände, und man hat im ersten Falle #’>0, #’>0, im zweiten aber 
KD0,-R DO. 
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In betreff der „entstehenden“ Bewegung verweise ich auf die Aufsätze 
des Herrn A. Mayer.) 

22. Über die Bestimmung der reibenden Bewegung. Postulate, wie 
Starrheit, Unausdehnbarkeit, Unzusammendrückbarkeit, Unabhängigkeit in 
dem Zwangsbestande sind Grenzbegriffe, die nur in der reibungslosen 
Mechanik bedingungslos als Annäherungen realisierbarer Zustände betrachtet 
werden können. Dieselben erfordern für die Zulässigkeit entweder die An- 
näherung an einen anderen Grenzbegriff, den der Reibungslosigkeit, oder 
die Abwesenheit zweier sehr allgemeiner Eventualitäten, die von Herrn 
Painleve „surabondance des liaisons“ und „incompatibilite materielle des liaisons“ 
genannt werden.””) 

Wenn aber auch diese Ungelegenheiten nicht vorhanden sind, so kann 
man dennoch auf Widersprüche stoßen; es kann nämlich vorkommen, daß 
man für die Massenpunkte verschiedenartige mechanische Zustände findet, 
indem man die Relationen des Zwanges auf verschiedene Weisen konstruiert, 
d. h. es können verschieden geformte Systeme von Relationen analytisch 
äquivalent sein und doch zu verschiedenartigen mechanischen Zuständen 
führen. So verhält es sich in dem von Herrn Zainlevre wiederholt behan- 
delten Beispiele, wo zwei, durch einen massenlosen starren Stab verbundene 
Massenpunkte (x, y. m, (&, Yı, Z)m sich in zwei geraden parallelen 
öhren befinden.”“”) Man hat in diesem Beispiele als analytisch äquivalente 
Gleiehungssysteme für den gewöhnlichen Teil des virtuellen Zwanges: 


| co8 a .(da, - da)+ sine (Iy—Iy)=0, 


y=0, dy=0, drz=0, da, =0, 
und 
| I, —ba=0, 


dy=0, dy=0, dz=0, d1—0. 
Zu beiden gehört das Integralsystem 
x, —=konst, y=konst., y, =konst., =, = 


Aus dem ersten folgen mit Rücksicht auf die Reibung die multiplikatorischen 
Gleichungen, mit A, u, «,, vr, v, als Multiplikatoren: 


*) Ber. d. sächs. Ges. d. Wiss. 1901. 
**) „Lecons sur le Frottement“. Paris (A. Hermann) 1895. 
”*) A.a. 0. 8.30, 36; 35, M. 
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mä=A—Rcose—efVW"+r ma =A,+lRecose—eflu+t vi, 
my=—-Rsine+u=0, my =Rsine+u,—0, 

ms=yv—=d, mien=0, 

woraus 
A (X+X,)ceosa+te(fX, —f,Ä)sin« 
% = ! Li ‚ u D ’ . . 

2cosa+e(f—f,)sin« 
Aus dem zweiten folgen dagegen die multiplikatorischen Gleichungen, mit 
P,2,%,,4,4, als Multiplikatoren 


mi=XA-P-efV#+W=-m& =A, +P-efVzi+h, 


ny=2=V, mu —=2—=0, 
mz=i=ß, m2,—=4,=0, 
woraus 
.. .. X gr X 
Mi—=MmI,= x n. 


wie wenn gar keine Reibung vorhanden wäre, was doch nur statthat, wenn 
%,= 2 m. 

Es muß also vorgeschrieben werden, nach welchem Prinzipe die 
Relationen des Zwanges aufgestellt werden müssen. 

Dieses Prinzip besteht nun darin, daß diese Relationen auf die Weise 
aufgestellt werden müssen, wie es schon gegen Ende der Nr, 3 postuliert 
wurde („Ursprüngliche* Konstruktion). 














Zur Theorie der homogenen linearen 
Difterentialsysteme. 


Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenbureg. 


ia der folgenden Notiz möchte ich auf zwei Punkte meiner Arbeit”) 
zurückkommen, einmal um einen neuen Beweis für die Existenz der Inte- 
gralsysteme eines homogenen linearen Differentialsystems im Gebiete einer 
realen unabhängigen Variabeln mitzuteilen, und um ferner den a. a. O.””) nur 
skizzierten Beweis für den „Rechteckssatz“, im Falle eines vollständig inte- 
grablen linearen Differentialsystems mit zwei realen unabhängigen Variabeln, 
genauer auszuführen. Ich knüpfe unmittelbar an die Erörterungen und Be- 
zeichnungen meiner erwähnten Abhandlung an. 


I. 


In der Nr. I der Abhandlung BS wurde gezeigt, wie man die Existenz 
einer Integralmatrix des homogenen linearen Differentialsystems 


‚ dy; ” | 
(A.) 2 Pr =2 (dx (X) Yyı, (n=1,2,...8) 
dUX J=1 


dessen Koeffizienten «,, Funktionen der realen Variabeln x sind, erweisen 
kann, falls die «,, in einem Intervalle (p...r) der realen Achse eindeutig 
und endlich sind, und der Bedingung genügen, daß die „Gesamtschwankung‘“ 


ni ’ 
°P} D, (X, Fre T,-1) 


vl 


*) Beiträge zur Theorie der Systeme lin. hom. Differentialgleichungen, dieses 
Journal Bd. 128, S. 2631.; im folgenden mit BS zitiert. 
+) BS, S. 270f. 
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beliebig klein wird, wenn die Anzahl m der Teilungspunkte x, hinreichend 
groß und die Ausdehnung der Teilintervalle x,— x,_, hinreichend klein 
genommen wird. Für den Beweis beriefen wir uns a. a. 0. auf den von 
Herrn Volterra gelieferten Nachweis der Existenz des „Integrale destro 
di una sostituzione*,*) der dem Existenzbeweise für das bestimmte Integral 
nachgebildet und dem Begriffe der Integralmatrix völlig angepaßt ist. — 
Es erscheint jedoch nützlich, den in Rede stehenden Nachweis auch in der 
Weise zu erbringen, daß man schrittweise dem Cauchy-Lipschitzschen Existenz- 
beweise für die Integrale beliebiger Differentialsysteme erster Ordnung”*) folgt 
und zusieht, wie die besondere Beschaffenheit des Zinearen Differentialsystems 
(A.) es möglich macht, die bei Anwendung des Cauchy-Lipschitzschen Ver- 


fahrens zu fordernde Stetigkeit der Funktionen «, durch die wesentlich 


24 


weitere Bedingung des Verschwindens der Gesamtschwankung an der Grenze 
zu ersetzen. 


A 


Wir gehen”) dem gedachten Verfahren gemäß nicht von einer Inte- 
gralmatrıx, sondern von einem Integralsysteme y,,...y, aus, d. h., genauer 
gesprochen, nicht von einer Matrix von Anfangswerten für den Punkt «=», 
sondern von einem Systeme {”,...y\ solcher Werte, teilen das Intervall 
(P...9), wo q9<{r, durch die Punkte 


pP == LU, Us ar. nl} 4 no U, 


in m Teile, wählen in jedem Teilintervalle (x,_,...x,) einen willkürlichen 


/;wischenwert &,_, und bilden den Algorithmus der Differenzengleichungen 


(1.) yY OR ar“ u (X, _— 2) z d,,. (5, ; ni; Aa 


(vol,2,..m), (x=1,2,..%) 


Zunächst leiten wir zwei Ungleichungen her, die als Folge der vor- 
ausgesetzten Endlichkeit der «,,, 


- 


l«,|l<o; für p<r<g, 
erscheinen. 


*) Memorie della Societa Ital. delle Scienze t. VI (1887). 

“*) Lipschitz, Lehrbuch der Analysis II (1880), S. 504 ff. 

=) Der folgende Beweis wurde im wesentlichen am 17. Oktober 1904 in der 
ungar. Akademie der Wissensch. vorgetragen. (Mathem. Ertesitö, XXVII, S. 486 fl.) 
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Nach den Definitionsgleichungen (1.) ist 


l<elt+t a - gel]; 
also 
2 vl <lrngen 2%) 2 ]yr 
und analog 
ZyPl<[itnge ale”,  — em2.m 
woraus sich 
2 |yrl< Fu Arnga,- un); 
und da 
l+ny (x, — Lu-1) < er zur zu—r) ®) 


(2.) Zr] <er" x) 2 Iyü (v=1,?2,... m) 


ergibt. Diese Ungleichung zeigt, daß die durch den Algorithmus (1.) defi- 
nierten Interpolationswerte y(”,...y? unterhalb einer angebbaren oberen 


n 


Grenze bleiben, so lange dies für die «a, der Fall ist, eine Tatsache, die 
allein dem linearen Charakter des Differentialsystems (A.) zu danken ist. 


Durch Addition der Gleichungen (1.) folgt 


m n ". nn 
Ir yD| — = (X, vu %,-) = la,. (&,_)] i 5” " |; 
<gE@- JE), 
also mit Benutzung von (2.) 


ur <9E@ u) il 


und da 
er (&,-2,—ı) en 


(3.) IyY?— yml<ger- »(4-P) 2 lyi”]|, 


eine Ungleichung, die gestattet, die Abweichung der durch den Algorithmus 
(1.) erzielten Endwerte y(”’ von den Anfangswerten y(” durch die Ausdehnung 
des Intervalles 9—p nach Belieben zu regulieren. 


*) Der Gebrauch der Exponentialfunktion ließe sich natürlich auch vermeiden. 
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Der Nachweis, daß sich die yÜ”’ wohlbestimmten Grenzwerten nähern, 
wenn man die Anzahl m der Teile in der Weise ins Unendliche wachsen 
läßt, daß die Ausdehnung der Teilintervalle ©, — ,_, ins Unendliche abnimmt, 
und daß diese Grenzwerte unabhängig sind von der Wahl der Teilung und 
der Wahl der Zwischenwerte 5, , wird nun, wie es in der Integralreehnung 
üblich ist, aus zwei Teilen bestehen. 

Wir betrachten nämlich erstens dieselbe Teilung mit zwei verschiedenen 


Systemen von Zwischenwerten $,_,, &,_,, setzen für die letzteren 


(vr) (v—1) (m _»p x. u e 
Y; u } rt, db, Je (I, > 1, Y4, 


(1.) rl. 2, j | Eu 


(V) (0) 
x Jr 








und vergleichen die durch die Algorithmen (1.) und (1.) entstehenden End 


m) 


werte £” und yY”. 
Setzen wir 


ZV 
so 1st 
u | ww. #- (v—1) 2 
Fun I. tr l,_)) Kar A, — (ig >; / 
also 


Zei 6 %y' fi : - 11.191) 
d „, PAAR ter, 1) [G. \r—1) (iz Brmi Y 


\ 


N ff a . y' MR - 
ug bh ) 2 ÜAjx > 3 I, yv—1* 


Bedeutet nun, wie in BS, D, die Schwankung der Matrix («,,) in 
dem Intervalle (x,_,,... 2,), d. h. die Schwankung derjenigen jener »’ Funk- 
tionen in dem angegebenen Intervalle, die nicht kleiner ist als die Schwan- 
kung aller übrigen, so ist, da 





wir haben also mit Rücksicht auf die Ungleichung (2.) 


I4.1<]4.,-|+& -%,_)D, e ®-9 2 |yl"] 
I 


+ (7, 2 X,_,)9 = | 1. v | ’ 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 
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und indem wir in bezug auf x von 1 bis » summieren, 


2 EI I<BAtng El 
Wo 
E, = £3 — Eu D, €" (z,—1=20) — |” 
z 
gesetzt ist. — Hat man ein System von Ungleichungen der Form 
(a.) #, wer E, +1 + ng(2,—%,_,)]S,-ı; (v=1,2,...m) 


so folgt daraus, mit Rücksicht auf die Ungleichung 


I1+n9@,— a.) [1409 (an - u )) [1+ngla, —a,_,)) <ertnrr, 


m 
\ u v 002,72.) u » 
(b.) An<E en) EB; 


vl 


also ergibt (4.) 


p 

yv149 
a U 
vl 





x; = Tel 7 (x, —i, 1) D, erster —ı20). = Iyr” | 
v_ 


» )» 


das heißt 


m 
! — grI9(a—Pp) y1,,0) (m 
3 j4,.1<e n2|y ki -2 )D,, 
h 


x ==] 





ls können demnach, wenn die Gesamtschwankung 


: (w, — T,_) D, 
r—l 
beliebig klein gemacht werden kann, auch die Differenzen y“"’ — y{"’ beliebi 
oO oO I . . 
klein gemacht werden, und umgekehrt ist diese Bedingung, wie man sofort 
übersieht, auch notwendig. 
Wir betrachten nun zweitens eine aus der ursprünglichen Teilung 
hervorgegangene Unterteilung, bei der das Intervall (,_,,...x,) durch die 
Punkte 


Li i Lo,» Lıs un Im-—ı ‚) Em 2 T, 


geteilt und in dem Intervalle (v;_,,...1,) der Zwischenwert ,_, gewählt 
wird. Es mögen dureh den für die Unterteilung gebildeten Algorithmus (1.) 
für den Punkt x, der ursprünglichen Teilung die Werte y® (z=1,2,...n) 
resultieren, dann handelt es sich um die Vergleichung der y‘” mit den yY”. 
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Wir setzen 


(v—1) __ ul ) in 
een, 
(1'.) w=t Yr’+Mm— -1) 24, (M-ı) en, 
==] 


dann ergibt sich zunächst aus der Ungleichung (3.) 


sl) __ 


0 IN -Y, R it ı)) 
Iy\ yı<ge aa, —n)2ly|, 
- 


also, da nach (2.) 
2 |y|< - pr (2,177 ) 2 |y' 





Iy=» he ye”] ga) (y,— 1) S&|y 
somit a potiori 
ET I<gEr TR, )2]m|. 


Bedeutet also Ö eine positive Größe von vorgeschriebener Kleinheit, und 
wählen wir die ursprüngliche Teilung derart, daß 


e\ 2 Ö 

(9.) u Zu 2 — note») > yW0) I EN 
so ist für jeden Wert von v 

(5*.) Iy-” ns ye?)ı < $, +1) 


Nun folgt durch Addition der Gleichungen (1°,) 


m 


yim :u£’ + = (X; Sg l)- ) = ie M N 
AsE 

Es ist jedoch 

= [d;, (M-1) year — lix (7) y] z | A (n; 1) ©, Gy (H )| vy. | 

Pe‘ Sa, (7 (9 FR ut? ; 
also mit Rücksicht auf (5'.) 
Z|a,(m-ı) a YI<D, Ey” |+ynd, 

d.h. wir haben 


i—1 , N ' \ 
u d;, (1-1) y‘ Ian n d;, (74) y” =. el; (D, B Iy! | ne gnd , 


wo |,_,|<1. Es ergibt sich demnach 
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=, +, -%,-)12a,n)4 ’+0(D,2 Int] +ynod)!, 
wo |#|<Z1l. Subtrahieren wir von dieser er; die ENRON 


(v) 


(v—1) er . N B- 
Yx x + (T, AR !,_ı) = On (Ss, 1) u . 


so erhalten wir 
yy! (vr) _. nV) (v—1) 5 \nl') \ -1 
). rw y„=)l, + (X, —d,-ı) wr K ie (MW) U — 4, \- $,—1) Y ] 


+0(D,E 


J 


y|+ynd)], 





und da 


y f \ (9) __ fe \ (v—1) En xy (0) x (0) EBEN 
u |; (No, l) dd x \Dr—1, N; | D.2 Iy! | +9 Iy u. ! Is 
ı i 


so ergibt sich, wenn wir für 9”, 9,’ wieder y%’, y” setzen, 


# 


I,,(»r) ‚)I_—1|1,.,,r-ı) _ vl)i ı fa . \ y —1)| ı yv (v—1) (v—1) 
‚pP 2 tl, | - IN; -U, | + (Hd, N: 5 Pr, Iyt | + | Iy. u} 


t yno!, 
und indem wir in bezug auf z von 1 bis » summieren: 
4 (v) d (v—1) (v—1 Fan i \\ 
2 u < 2er rng@,—%,-1)) 
- = 
| : . \fE » v—]1) ! 2 \ 
+(1,—t, 12nD,&|y: + go!, 
Nun ist nach Ungleichung (2.) 
Eye] < er z|yP]; 
wir finden also die wichtige Ungleichung 


|,,(r) (v) 
zii 
1 


. % 


n 
u > Pas em y\(1+ ng, — LT, A‘ 
P4 





+ (a, 0,1) (an D,ere) Ey] + ng). 


Diese Ungleichung ist wieder von der Form (a.), wir erhalten also 
nach (b. 


yl,,(m) (m) . sur) fa Wi (2,117 FI 2 
— x u Yx |< P) 6 \' L,md,-ı) (Zn D,« ; Sy + rt g0), 
” j} 1 ) 


<eran Zjyp 
! 





2n z (,—2,)D, te’ n’g (—-p)0. 


Wenn nun die «@,, so beschaffen sind, daß die Gesamtschwankung 


m 


- (w, 4, ) N, 
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dureh Verkleinerung der Intervalle (z,_,, ... ,) beliebig klein gemacht werden 
kann, so kann man im Sinne der gefundenen Ungleichung die Intervalle 
x,—2,_, der ursprünglichen Teilung so klein wählen, daß für eine beliebig: 


Unterteilung die Differenzen |y” —y{"’| vorgeschrieben klein ausfallen. 
Hiernaeh kann nun der Beweis für die Existenz der 


) 


lim We \#* 


in bekannter Weise vollendet werden.” 


ll. 


Wir wenden uns nun zu einer genaueren Ausführung des in der 
Nr. IE von BS nur skizzierten Beweises für die Existenz eindeutiger Funktional- 
matrizen, die das a. a. OÖ. mit (B.) bezeichnete vollständig integrable lineare 
Differentialsystem mit zwei realen unabhängigen Variabeln betriedigen.”” 
Wir knüpfen ohne weitere Erklärung an die Bezeichnungen der erwähnten 
Abhandlung an. 


Es seien (&,, 7), (£,»7) zwei Punkte des Bereiches S, für welche das 


Rechteck 


- = BE o\ /R \ 
(Say Hu)y (Sr My (53 M)y (Eor 


ganz innerhalb S gelegen ist. Bilden wir dann die beiden Matrizen 


/AU\ \ : ß 
{ « m f .) e \ f u fp \ > 4 
1) = (Br mantd): [Karl n)ds+t, 
= r 
i „ 2 L N ” \ y 
(2.) (' x) ((a,(&,n ds+0d,,) (Bi $,n) dr Ö;, 


so behaupten wir, 


*) Setzt man q=«, so sind die lim y, ', wenn die «;, im Punkte = stetig sind, 
nach = differentiierbar und genügen dem System (A.). 

**) Das nun folgende wurde am 12. Dezember 1904 in der ungar. Akademie deı 
Wissenschaften vorgetragen (vergl. Mathem. Ertesitö, XXIII, S. 102 1F.). 














210 Schlesinger, zur Theorie der homogenen linearen Differentialsysteme. 


a) daß (v,). (v,) Integralmatrizen des Differentialsystems (B.) sind. 
d. h. daß die Gleichungen bestehen: 


(3.) D: (;%) Be (@;,); D, (v ix) _ (, I); 
4.) D,w)= (Pix), D:(,,)=(@,.); 


b) daß sich (v,), (,) für S=&, n=n, auf die Einheitsmatrix (d),) 
reduzieren: 
e) daß (",,), (”,,) identisch sind, d. h. daß 


(9.) (%) (0) - (d;,)- 


Die Gleichungen (3.) der Aussage a) folgen unmittelbar aus der 
Regel (l.) Nr. I, BS, wenn man beachtet, daß der linksseitige Faktor von 
(",„) von £, der linksseitige Faktor von (v,,) von 7 unabhängig ist; für den 
Beweis der Gleichungen (4.) beschränken wir uns auf die Herleitung 
der ersten. 

Wir schieken zwei einfache Hilfssätze voraus, die auch beim Beweise 
der Aussage ec) zur Anwendung gelangen werden. 

Bedeutet 7’=(a,,) eine Matrix, deren Elemente differentiierbare Funk- 
tionen der Variabeln © sind, so bezeichnen wir die Matrix 


Oa;, ) 
or 
kurz dureh 
n rpm r 
o1 o 
ine = - d.: . 
OX 5 \ ix) 
Ks ıst also 
ui A ET. 
(6. D,7T=-T"--., 
" ox 
Bedeuten (?w,,), (b,,) zwei Matrizen, deren Elemente differentiierbare 
Funktionen von x sind und deren Determinanten nieht identisch verschwinden, 


so ist nach den Regeln (III), (IV.) der Nr. I, BS 
| ), (w,,) (b,.) (w,)" rg (w,,) (b,)" u D, (w;,) E (b,,) (w.)" 
4 (w;,) : D, (b,,) ‚ (w,)"" ie (wi) ‚ D, (w;,) 2 (w.)”" )) 


also mit Rücksicht auf (6.) 
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a) SC) ca) '=(w,)(D,(w,) +5 )-(b)D.w)) ws”. 


Es mögen ferner (ı,,), (b,,) zwei Matrizen bedeuten, deren Elemente 
differentiierbare Funktionen der beiden Variabeln &, 7 und deren Determinanten 
von Null verschieden sind, so folgt durch Anwendung von (7.) 


6) ö ia Ä 
08 (w;,) (db) Ba D, (w,)) (0) en (,,) (D: (1,,) (b,.) zu D: (w a I ) (ur ” 
Obi RATE 

De (5) De(e,) + D,(w,) De(ie,)) (0). 


Da die Matrizen D;(w,,), D,(w,,) offenbar die Integrabilitätsbedingungen ((.). 
Nr. II, BS erfüllen, also 


a: Dr (wi) + Detw) D,Qe)= 5, Ds(w)+D, Que) Di(ui), 
so folgt”*) 


Ö 

ww)" 
6: (0) D,(w)) Wir) 
(8) öb B 
= (1) (Dyle,) + (2) — (6) DzQw) - 2 Dr) u)” 


O1 
' 





Zum Beweise der ersten der Gleichungen (4.) setzen wir nun, wie 


Nr, II, BS, Gl. (4.), 


(w;,) = / (@ „(6 n)ds+ Ö.,) 


dann folgt durch Anwendung von (IIl.) Nr. I, BS auf (1.) 


D, (Wi) (WW) (Dir (Eos n)) (0) + D, uw u) 
also ergibt sich aus (8.), wenn wir (,,) an die Stelle von (Ö,,) setzen und 
beachten, daß 
Mast 3 vom 
D; (we) =(@,) 


ist, die Gleichung 


*) Vergl. Volterra, a. a. 0.8.74. 102. 
. Vergel. Volterra, a. a. 0, S. bS. 
“., Gl. (D.) Nr. II. BS. 
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2) (BE m) D, (wo) an)” 
\ \ \ Oo Bir \ Oo a; ns 
Va (CH ir ( 3) — (Pi) (&) — ( 37 )) (wu); 


deren rechte Seite jedoch zufolge der Integrabilitätsbedingungen (Ü.), Nr. Il, 
BS identisch verschwindet. Es ist also (wie BS, S. 270 behauptet wurde) 
die Matrix ((6.) Nr. II, BS) 


(wu) Pr) —D,Wwi,)) wi)" 
von S unabhängig, woraus sich, wie BS, S. 271, die erste der Gleichungen 
4.) dieser Nummer ergibt. 

Da die Richtigkeit der Aussage b) aus den Definitionsgleichungen 
der Matrizen (",,), (”,,) unmittelbar erhellt, so haben wir nur noch die Aus- 
sage ec) zu erhärten. Dabei setzen wir der Bequemlichkeit wegen in den 
oberen Grenzen der Integralmatrizen (",,), (v,,) &,7, an die Stelle von $,n, 
so daß also die zu beweisende Gleichung (5.) jetzt so lauten soll:”) 


/ (@;, ($, Nu) ds + Ö,,) / (| Iy (5, ’ n) dn + 0.) 


7 


(e,.&m)dE+0) [ Pr, Mdn+du) 





 % 
—()..) 
Hl FE 


Wir abstrahieren für einen Augenblick von den Integrabilitätsbedin- 
gen (C.) Nr. II, BS, um eine bemerkenswerte Identität abzuleiten. 


Im Innern unseres Rechtecks, dessen Eeken jetzt die Punkte 
(Sir 20)x Si M0)y Si), (Sur 7) 


sind, wählen wir einen beliebigen Punkt (5,7) und setzen””) 


n < 
Be ee 
» 


T (Bi (&,,n)dn+ d,,) / (a,($,n)ds+0d,), 


dann Ist 


(9) 
(9. 


D:T=e,(£, n) 


» 


7 De 
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und 
(10.) lim D,7’= D,(lim 7) = ß,,(&, n).”) 


S =so 


Indem wir auf die Matrix 
= (Pi) -D, PT 
den durch die Gleichung (8.) dargestellten Hilfssatz anwenden, ergibt sich 


a) (IT HIEI- FI) -EI)T" 


ferner bemerken wir, daß nach (10.) 


Sans vJ=T1:.(.&,) - ori D,T)Tz' 


= 


für jedes „; identisch verschwindet, d. h. 


(12.) lim 7.)= (0). 


Wenden wir nunmehr auf die Matrix 


Zi N 


im z)dn+)= [TEE MD-D,T)T du +0) 
70 ns 


die Regel (IX.) Nr. I, BS an, so erhalten wir die gesuchte Identität: 


&ı n 





/ (C lim En + ) A 2 / (0,.(5, n)ds 27 ‚ / 3 . (S I N) dr, r Oi 
(13 ) N. s=sı & n 
x/ (ou &,m)ds+d,) [ (Bu, mMdn+0,). 
& nn, 


Genügen die («,,), (?,,) den Integrabilitätsbedingungen (C.) Nr. Il, 
BS, so ist, wie oben (erste der Gleichungen (4.)) bewiesen wurde, 


D, = Pi (5, 7), 


die Matrix (y,,) folglich identisch (d. h. für jedes Wertesystem S,,) gleich 
Null. Die Identität (13.) liefert also in diesem Falle unmittelbar die zu 


*) Da die Integrabilitätsbedingungen nicht vorausgesetzt werden, ist D, 7 nicht 
für jedes & gleich A;x(&, n)! 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 
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erweisende Gleichung (D.), d.h. den „Zechteckssatz“, den wir jetzt so aus- 
sprechen wollen: 

Sınd (a,,), (P,,) innerhalb des einfach zusammenhängenden Bereiches S 
eindeutige und stetig differentiierbare Funktionen von &,n, die den Integrabili- 
tätsbedingungen (C.), Nr. I, BS genügen, und legt das Rechteck (£,, 7), 
00) (Ss m), (&o, 71) ganz im Imnern von S, so ıst die längs der Begrenzung 
dieses Rechtecks im positiwen Sinne erstreckte Integralmatrıx 


[ (a, n)ds+ P,@&, n)dn+0,) 


gleich der Einheitsmatriw (Ö,,).”) 

Aus dem „Rechteckssatze“* folgt nun, wie BS S. 271 angedeutet wurde, 
die Existenz einer innerhalb S eindeutig bestimmten Integralmatrix (v,,), 
die sich für $=$&,,n=n, auf (d',,) reduziert. Die genauere Ausführung dieses 
Beweises gestaltet sich wie folgt. 

Zwischen (£,,7.) und einem beliebigen Punkte (5,n) von S lassen 

sich stets Punkte ($,, 771), +. (&,, 77) In endlicher Anzahl so einschalten, daß 
für irgend zwei auf einander folgende der m+2 Punkte 


(a.) (So, Nu); (Sir Mi)» (Er md (ar = 5, Nr > n) 
entweder die „obere Stufe“ 
(S-n M-) + (Sn) und ($ı-1, 72) ++. (Sa, Ma) 
oder die „untere Stufe“ 
(5-1; M-ı) ... (5}, M-ı) und (Si; M-ı) ... (S, 74) 
oder beide zugleich ganz innerhalb S verlaufen. Bilden wir für die inner- 


halb 5 verlaufenden Stufen der durch die Punkte (a.) bestimmten „Treppen- 
linie“ die Matrizen 


N, &, 
9 SO Sn mai 
NM 9-1 


*) Die Anwendung des bei dem obigen Beweise befolgten Gedankenganges auf 
oP_oQ 
on dE’ 
meinem Freunde Heffter unter sehr allgemeinen Voraussetzungen über P, (9 bewiesenen 
„Rechteckssatz“ der gewöhnlichen Integralrechnung den Beweis, den ich im Bande VII 
(1905) der Zeitschrift „Enseignement mathematique“ veröffentlicht habe. 


das Integral eines totalen Differentials PdS+ Qdn, wo liefert für den von 
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beziehungsweise 


$, 7) 


(u) S KaulE, m) dE+0,) P; (Bu &, m)dn +0.) 


5. . 
s,—1 Je \ 


die wir durch (v) bezeichnen,*) so genügt die Matrix 


(1.) (vi) = (er) 

OREDE dem Differentialsysteme (B.), Nr. II, BS und reduziert sich für 
» n=1, auf (d,,). Um zu zeigen, daß (v,,) innerhalb S eindeutig 
bestimmt sei, hat man nur nachzuweisen, daß (v,,) von der Wahl der ein- 
geschalteten Punkte unabhängig ist. Denken wir uns aber die Punkte 
(&, 70), ($,n) durch Einschaltung anderer Punkte, durch eine neue Treppen- 
linie verbunden, so kann das zwischen den beiden Treppenlinien gelegene 
Gebiet von S in eine endliche Anzahl von Rechteeken zerlegt werden, deren 
Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind. Wir können dann die in 
bezug auf beide 'Treppenlinien gebildeten Matrizen (l.) in der Form 


(u) ER) air), 
=D). (Er 
schreiben, wo sich die nicht überstrichenen Buchstaben auf die eine, die 


überstrichenen auf die andere Treppe beziehen, und wo im Sinne des Recht- 
eckssatzes stets 


(I.) GA 
ist. Hieraus folgt aber unmittelbar die zu beweisende Gleichung 


(vi) Bu) = (di). 


*) Liegen für ein Paar konsekutiver Punkte beide Stufen innerhalb S, so sind 
die beiden Matrizen (o.), (u.) nach dem Rechteckssatze identisch. 


SV 


ven 








Über Stabilität und Labilität eines materiellen 
Punktes im widerstrebenden Mittel. 


Von Herrn Leopold Fejer in Klausenburg. *) 


Bekanntlich entscheidet über die Stabilität oder Labilität der Gleich- 
gewichtslage eines freien materiellen Punktes in den meisten Fällen einfach 
das Verhalten der Potentialfunktion in der Nähe der Gleichgewichtslage. 

1. Nach dem berühmten Satze von Lagrange und Dirichlet ist die 
(Gleichgewichtslage ( des freien materiellen Punktes ? mit der Masse 1 
stabil, wenn die Potentialfunktion U(x,y,z) im Punkte @ ein :sohertes 
Maximum hat. Schlagen wir in diesem Falle um @ als Zentrum zwei 
genügend kleine, aber sonst beliebige Kugeln mit den Radien 


BB KR), 


so können wir folgendes behaupten: 

Gelangt während seiner Bewegung der materielle Punkt ? zu einer 
Zeit /, einmal in das Innere der kleineren Kugel /,,”*) so bleibt der Punkt 
nicht nur zu jeder späteren Zeit im Innern der größeren Kugel Z#,, sondern 
er war auch zu jeder früheren Zeit t im Innern der Kugel %; voraus- 
gesetzt, daß die Geschwindigkeit für ?=t, kleiner ist als eine von Ä,#, 





abhängende Größe. Im Falle des isolierten Maximums ist also, wie wir 
sagen wollen, „Stabilität in bezug auf die Zukunft“ und „Stabilität in bezug 
auf die Vergangenheit“ vorhanden. 


*) Vorgetragen auf der Naturforscherversammlung zu Meran. 1909. 
**) Wir bezeichnen eine Kugel mit demselben Buchstaben wie ihren Radius. 
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2. Mit der Frage der Stabilität bzw. Labilität in den übrigen Fällen 
beschäftigen sich die Arbeiten der Herrn Aneser, Liapounoff, Hadamard, 
Painleve, Hamel, Bohl. Sie gestatten jedenfalls — es ist dies ihr elemen- 
tarstes Ergebnis — an die Seite des Layrange-Dirichletschen Stabilitätssatzes 
den folgenden Labilitätssatz zu stellen: 

Hat die Potentialfunktion im Punkte @ des Gleichgewichts ein 
isoliertes Minimum und wird das Vorhandensein des Minimums durch die 
Glieder niedrigster Ordnung der Taylorschen Reihe erkannt, so ist die Gleich- 
gewichtslage /abıl. D.h. wenn wir um @ als Zentrum eine kleine Kugel 
mit dem Radius /? schlagen, so können wir im genannten Falle folgendes 
behaupten: 

Befindet sich 7? an irgend einer Stelle im Innern der Kugel A, so 
können wir dem Punkte /? eine der Größe nach beliebig kleine Anfangs- 
geschwindigkeit so erteilen, daß /° zu einer späteren Zeit / das Innere der 
Kugel notwendig verläßt. 

Im folgenden werden wir zwei Sätze mitteilen, die den angeführten 
in dem Falle entsprechen, wo die Bewegung in einem widerstrebenden Ahttel 
vor sich geht. 


Die Bewegungen sind in diesem Falle durch den Ansatz 





Hi oU . Ey 
” . — (1 . 
re 
oU y 
( & =. I an . — (an\ : 
1.) er 
rn © U > 2’ 
ZU m — _— ?° 
Ausreojt 


definiert. Es ist bekannt, daß wenn man eine vorläufige Orientierung in 
bezug auf den Verlauf oder sogar Endverlauf der Bewegungen im wider- 
strebenden Mittel sucht, dies nicht leicht durch Vergleich mit der „Bewegung 
ohne Widerstand“ geschieht. Dies liegt daran, daß die den Widerstand ver- 
tretende Kraft 


! 


(OL, MW); -fW2) 


l 


nicht dem Geschwindigkeitsvektor der widerstandslosen Bewegung, sondern 
der momentanen Geschwindigkeit der zu studierenden Bewegung mit Wider- 
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stand entgegengerichtet ist — eine Geschwindigkeitsrichtung die sozusagen 
nicht explizite, sondern erst durch die Gleichungen (1.) implizite bestimmt ist. 

‘s lassen sich nun folgende, ganz bestimmte Sätze formulieren. 

I. Besitzt die Potentialfunktion im Gleichgewichtspunkte G ein isoliertes 
Maximum, so findet Stabihtat für die Zukunft statt, während in bezug auf 
die Vergangenheit Labilität vorhanden sein kann. 

Multiplizieren wir nämlich die Gleichungen (1.) der Reihe nach mit 
c,y.?., addieren sie und integrieren von 4, bis f, so erhalten wir die 
bekannte Gleichung: 


. 
u 


(A) IT + [ fowdt=Urh, 


die der Gleichung der lebendigen Kraft der widerstandslosen Bewegung 
entspricht. Beobachten wir nun die Lage des Punktes x, y,z für eine Zeit 
'>t,, so können wir behaupten, daß 


(2.) Ua,y,J)+h>d0. 


Denn auf der linken Seite der Gleichung (A.) ist das erste Glied gewiß >0. 
Das zweite Glied ist positiv, da v die positive Quadratwurzel von «+ y” +2” 
ist und /(v) als Widerstandsfunktion folgende Eigenschaften besitzt: 
fo)=0 für v=0, 

(3.) ı/@)>0 für v>0, 


(f(v) wächst mit » monoton. 





Aus Ungleichung (2.) kann man aber in Drrichletscher Weise weiter- 
schließen, daß in der Tat Stabilität für die Zukunft vorhanden ist — dab 
also unter den genannten Bedingungen, wenn ? > 4, ist, P stets innerhalb 
der Kugel Z#, bleibt. 

Ist dagegen !< 4, so ist das Integral in der Gleichung (A) negatır. 
Man kann also für <<, nicht behaupten, daß Ü+h>>0. Daß für t<i, 
in der Tat Labilität auftreten kann, zeigt schon der Fall der gewöhnlichen 
gedämpften Schwingungen. 

Aus Gleichung (A.) läßt sich noch ein weiterer Schluß in bezug auf 
die Bewegung ziehen. Da nämlich für ? >>, der Punkt stets innerhalb der 
Kugel /t, bleibt, so muß jeder der beiden positiven Summanden der linken 
Seite von (A.) stets unterhalb einer endlichen Grenze liegen. Nun kann 
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infolge der Eigenschaften (3.) der Funktion /(") das Integral 


ro edı 


“ 


t, 


nur dann unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, wenn ” beliebig oft 
beliebig kleın wird. Die bekannte Eigenschaft der gewöhnlichen gedämpften 
Schwingungsbewegung um ihre Gleichgewichtslage, nach welcher ihre Ge- 
schwindigkeit beliebig oft beliebig klein wird, ist also für ein beliebiges 
Potential und beliebige Widerstandsfunktion erweitert. — Ich bemerke noch. 
daß bekanntlich diese Eigenschaft bei Bewegung ohne Widerstand nicht zu 
bestehen braucht, wie dies etwa die gewöhnliche Schwingung ohne Widerstand 


T=ECoOSt, 


y=esint 


zeigt, wo die Geschwindigkeit konstant ist.“) 

II. Interessanter ist aber die Untersuchung des Falles, wo das Potential 
in der Gleichgewichtslage ein isoliertes Minimum besitzt, welches durch die 
Glieder niedrigster Dimension der Taylorschen Reihe zum Vorschein kommt. 

Wenn kein Widerstand vorhanden ist, so ist die Gleichgewichtslage 
labil. Indem wir uns nun die mechanische Wirkung des Widerstandes vor 
Augen halten, werden wir schon von vornherein die heuristische Aussage 
machen können, daß der Widerstand die Chancen der Labilität verringere. 
Man kann nun zeigen, dab wenn 

f(r) 

für kleine Werte von v unterhalb einer endlichen Grenze M bleibt, die Gleich- 
gewichtslage eine labile ıst. Wird also f(r) so stark O0 wie eine Potenz 

wo « >] ist — die am meisten gebräuchlichen Fälle «= 1,2 gehüren 
hierher — so ist die Labilität der Gleichgewichtslage noch gesichert. Ist 
dagegen das Maß des Unendlichkleinwerdens für /(") gleich »*, wo Oo <e<Z1 
ist, d. h. ist der Widerstand — wenigstens im Verbältnis zu dem Wider- 
stande im Falle « >1 — für kleine Werte von " groß, so kann ich mit 


*) Diese Sätze habe ich schon in meinem an der Klausenburger Universität ge- 
haltenen Habilitationsvortrage erörtert. 
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der darzulegenden Methode die Labilität des Gleichgewichtes nicht erweisen. 
Ob in diesem Falle der Widerstand die Labilität vollständig aufheben kann 
oder nicht, muß noch dahingestellt bleiben. 

Es sei die Gleichgewichtslage im Koordinatenanfangspunkte. Um 
die Labilität zu erweisen ist es natürlich, die zeitliche Änderung der Orts- 
funktion 

"=a+y+?2° 


zu untersuchen. Wir haben 


Gy =2lac +yy +22 
und 


a x"? +y”+2" za + yy'' 22" 


2 
Wenn wir x”, y",z” aus Gleichung (1.) entnehmen, so erhalten wir 


ou ä, Merz oU 
& end eh hie LA J oy 62 fFo)artyy +2 
> > . 


Da aber 


' 


wa + yy' + 22 r’ 


so erhalten wir, wenn wir 


oU oU OU 

2 2 ‚2 L + YZ, + < 
a +y?’+ 2° 92 ” 0 02 
=. + sr | 


setzen, 


(B.) C)+rl)=0 


Ks sei nun 


Us Ü,, Y Uyzıt au: 


die Taylorsche Entwicklung von U für die Umgebung von 2=0, y=0, 
:=0, Hier bedeutet U,,, nach Voraussetzung, eine homogene positiv- 
definite Form 2n-ten Grades von x,y,2. Folglich erhalten wir 

„'2 2 „'2 e 
(4.) y=" un 4 . +nÜU,.+°-. 


—_ 
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u 


Aus dieser Form von g folgt, daß wir um O0 eine Kugel vom Radius /? 
schlagen können, so daß q stets positiv bleibt, so lange der Punkt sich 
innerhalb oder an der Grenze der Kugel aufhält. Die einzige Ausnahme 
bildet der Fall, wo der Punkt sich in 0 selbst befindet und die Geschwindig- 
keit zugleich den Wert Null hat — also der Fall der Ruhe in der Gleich- 
gewichtslage. Wir behaupten nun folgendes: 

Befindet sich ? in einem beliebigen Punkte 7, innerhalb der so 
einmal für allemal bestimmten Kugel und geben wir dem Punkte 7’ eine 
Anfangsgeschwindigkeit en der Richtung OP,, die der Größe nach noch so 
klein sein mag — so überschreitet der Punkt /’ nach Ablauf einer endlichen 
Zeit notwendig die Grenze der Kugel mit dem Radius /?, 

Aus Gleichung (B.) folgt, wenn wir sie als lineare inhomogene 
Differentialgleichung erster Ordnung für (7) auffassen, 


»L 


Spa pay 
) r ge dt C), 
5.) 6 ) =- 12 


+ 4 
| pdt | pat 
[ * 
u) g” 


. r . . N . . 
Die Zeit =0 entspricht der Anfangslage; (z). bedeutet die Ableitung von 
r? 
4 . . 
noch so klein, jedoch posıtır ist. 


nach ? zur Zeit ?=0, eine Größe, die nach Voraussetzung, wenn auch 


Wir behaupten zunächst, daß die Geschwindigkeit » (die also für 
{=(0 von Null verschieden sein soll) während der Bewegung innerhalb der 
Kugel /? nicht nach Null konvergieren kann, wenn Z! nach einem endlichen 
Zeitwert {=t konvergiert, — so daß also die Formel (5.) ohne Bedenken 
für jedes positive { anwendbar ist. 
Würde nämlich für =! 
lim —0 


Gamf 
sein, so ergibt sich, da 
f(e) 


\ 
U 


lim sup 

er—+t 
eine endliche, nicht negative Größe ist, der Widerspruch, daß die rechte Seite 
der Gleichung (5.) bei dem Grenzübergange lim ?—t nach einer ganz bestimmten 
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positiven Größe, — die linke Seite 





zx'-+yy'+ 22’ 
-) 


aber nach Null konvergiert. 

Die Formel (5.) ist also für jedes positive ? gültig. 

Aus ihr ergibt sich dann zunächst, daß (7) stets positiv ist, — daß 
also der Punkt / sich von der Gleichgewichtslage stets entfernt. Um aber 


mit Bestimmtheit behaupten zu können, daß 7? die Oberfläche der Kugel 
notwendig überschreitet und sich ihr nicht etwa nur asymptotisch nähert, 


; . a hu ö E.7 
wollen wir zeigen, dab (;) nieht nur positiv bleibt für jedes /, sondern 
auch stets oberhalb einer positiven unteren Grenze liegt. 
2.1 

Vs. n. ” .,. .. 5 ® 

Für = 0 ist ( 7) nach Voraussetzung positiv. Für ein endlches t 

a . y? e . . . .. 
kann, wie schon gezeigt, () nicht verschwinden. Wir müssen also bloß 


u! 
* Fr .. 7 . [ 
zeigen, dab (7) für große Werte von £ oberhalb einer endlichen Grenze 


liegt. — Zunächst ist klar, daß / sich immer außerhalb der Kugel mit dem 
Radius OP befindet. Solange sich aber der Punkt zwischen dieser Kugel 
und der Kugel mit dem Radius /? bewegt, liegt 9, wegen Gleichung (4.), 
oberhalb einer positiven unteren Grenze &. Folglich ist 


at 


A "var 
e dt 


(6.) @ ) a Spa 


r 


und wir haben bloß zu zeigen, daß der rechtsstehende Quotient für große 
Werte von ? oberhalb einer positiven unteren Grenze bleibt. Zu diesem 
Zwecke führen wir | 


(5 dt 


0 
rT=€ 


als neue Integrationsvariable ein. Dies ist gestattet, da z von 1 an monoton 
wächst, wenn £ von 0 aus monoton wächst. Nun ist 


Ve 
1 
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und da p=" für die v-Werte, die in Betracht kommen, nach Voraus- 


setzung unterhalb einer positiven oberen Grenze ./ liegt,*) 


Dt) 


Ist nun {>a, wo a positiv ist, so ist stets > 1-+e, wo « eben- 
falls eine positive Konstante bedeutet. 

Damit ist aber die Labilität schon erwiesen. 

Die dargelegte Methode stützt sich wesentlich auf Gleichung (B.). 
Diese ist einer berühmten Gleichung nachgebildet, die Jacob: in seiner Dyna- 
mik für die Bewegung ohne Widerstand gibt und ebenfalls zu Stabilitäts- 
untersuchungen benutzt. 

Wir bemerken noch schließlich, daß die Methode auch in einem 
von Herrn Painlere”*) betrachteten Falle zum Ziele führt, wenn wir daselbst 
die Bewegung in einem widerstrebenden Mittel sich abspielen lassen. 


*) Bleibt p für positive £ nicht unterhalb einer endlichen Grenze, so kann der 
auf der rechten Seite der Ungleichung (6.) auftretende (Juotient gegen Null konvergieren, 


wie das Beispiel p (!)=3 für O<t<I1, pft) = + 21 für 1<Ct<T+00 zeigt. 


**) Painleve, Comptes rendus, I. 125, 1897, 8. 1021. 













Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 


Von Herrn J. Horn in Klausthal. 


Der vorliegende Aufsatz schließt sich an den zweiten Teil der im 
126. Bande dieses Journals erschienenen Arbeit des Verfassers „Bewegungen 
in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage“* an. Das a.a. 0. S. 194 
beschriebene mechanische System wird durch ein allgemeineres ersetzt. 1 
Die Lage eines Systems von n Freiheitsgraden mit von der Zeit / 
unabhängigen Verbindungen sei durch die n Hauptkoordinaten ,,... x, be- 
stimmt. In der Gleichgewichtslage VO sei ,=0,..2,=0. Die Kräfte- 
funktion U sei in der Umgebung von 0 in eine Potenzreihe von 2,,..., 
entwickelbar: 


U, sei eine ganze homogene Funktion p-ten Grades von 2,,...2, und ins- 
besondere 


wo 
seh (el... m), 


s=u =m+l1l,...n) 


ist und A,,...4,5 Huyıy... 4, reelle positive (von Null verschiedene) Größen 
sind. Die lebendige Kraft 


T = A ä r Tz (a,#3=1,..%) 


% 
— 7 Bu 
a, 


N 


ist eine ganze homogene Funktion zweiten Grades der n Größen 


a dx, 


LT, m dt ’ 
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deren Koeffizienten A,; in Potenzreihen von x,,...x, entwickelbar sind; für 
20,20 ist 


Auel,n4 


»=V, (0: "P)» 


Die Lagrangeschen Gleichungen 


d oT oT oU 
dt O«l, O2... 08, 


erhalten durch Auflösung nach 


u in 
T, _ dr (a 1 1) 
die Gestalt 
(A.) LEE BEE re al), (a=1,.n) 


wo F, eine ganze homogene Funktion zweiten Grades von x;....., Ist, deren 
Koeffizienten Potenzreihen von z,,...x, sind, und @, eine mit quadratischen 
Gliedern beginnende Potenzreihe von 2,.... %,. 
Der Fall m=n, in welchem 0 eine stabile Gleiehgewichtslage ist. 
wurde in der oben erwähnten Arbeit im 126. Bande dieses Journals betrachtet.” ) 
Im Falle m=0 werden die Gleichungen (A.) durch konvergente 
Potenzreihen von 
kettt, ..hnettn‘ 


befriedigt, wo A,,... Ak, Integrationskonstante sind.“*) Untersuchungen über 


die Existenz und Mannigfaltigkeit der in der Nähe einer labilen Gleich- 
sewichtslage verlaufenden Bewegungen wurden von Aneser, Bohl und Karstens 
angestellt.” 

Wir nehmen jetzt O<Zm<Zn an und zeigen, daß die Gleichungen (A.) 


formell befriedigt werden, wenn man für die Koordinaten #,,..., gewisse 
*) Vergl. Poincare, Methodes nouvelles de la Mecanique celeste, Bd. Il, S. 160 
— 165, 190 —195 und die Fußnote im 126. Bande dieses Journals, S. 220—221. 

**) Vergl. Picard, Traite d’Analyse, Bd. Ill, S. 185— 156. 

***) Kneser, Studien über die Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler Gleich- 
gewichtslagen (Bd. 115 und 118 dieses Journals). — Bohl, Über gewisse Differential- 
gleichungen allgemeinen Charakters, welche in der Mechanik Anwendung finden; Doktor- 
dissertation Dorpat 1900 (mir unverständlich, weil in russischer Sprache geschrieben). — 
Karstens, Über gewisse asymptotische Lösungen der Differentialgleichungen der Mechanik: 
Dissertation Berlin 1901. 
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keihen mit n-+m Konstanten und mit trigonometrischen und Exponential- 
funktionen der Zeit £ setzt”) Wir begnügen uns vorerst mit der formalen 
Berechnung dieser Reihen, deren Konvergenz im allgemeinen durch das Auf- 
treten kleiner Divisoren in Frage gestellt wird. Es ist namentlich seit den 
Untersuchungen Porncares bekannt, daß auch divergenten Reihen eine Be- 
deutung zukommt.””) Die Aufgabe, die Bedeutung unserer Reihen genauer 
zu untersuchen und die Reihen zur angenäherten Darstellung der Bewegungen 
zu benutzen, bleibt noch zu behandeln. 

In einer im 127. Bande dieses Journals erschienenen Abhandlung von 
Bohl „Über die Bewegung eines mechanischen Systems in der Nähe einer 
(leichgewichtslage“ ist unter etwas allgemeineren Voraussetzungen*“*) die 
folgende Aufgabe gelöst: „Es soll die Existenz und Mannigfaltigkeit der- 
jenigen Bewegungen festgestellt werden, welche für einen wenigstens ein- 
seitig unbegrenzten Zeitraum in der Nähe der Gleichgewichtslage verlaufen.“ 
Es ist interessant, die Resultate Dohls, welche in Bd. 127, S. 181—182 
dieses Journals zusammengestellt sind, mit den in der vorliegenden Arbeit 
formal abgeleiteten Reihen zu vergleichen. 


$ 1. 


Wir zeigen, daß die Differentialgleichungen (A.) formell befriedigt 
eine Reihe 


[74 


werden. wenn man für x 
za) HP + ++ (a=1,..n) 


setzt: darın ıst a eine ganze homogene Funktion p-ten Grades von n Inte- 
grationskonstanten ky,... k, und eine aus trigonometrischen und Exponental- 
ausdrücken zusammengesetzte Funktion von n Argumenten 

Use. Ums Önzieer Uns 
es ıst 


w=ot+l,, (=1,...m) 


v,=0, ; (j=m+l,...n) 


*) Dabei sind gewisse Relationen zwischen den 4 und u ausgeschlossen. 
**) Vergl. Poincare, Meth. nouv., Bd. II, insbesondere Kapitel 8, in betreff ver- 
wandter Reihen. 
**) Bei Bohl werden nämlich U und die Koeffizienten von 7’ nicht als analytische 
Funktionen vorausgesetzt. 





I... 1, sind weitere Integrationskonstante und 


=hte tet, 


— (2) (4) | ... 
0,— u, tro"+095'+", 


wo 0%, 0) ganze homogene Funktionen ersten Grades, 0” 
Funktionen zweiten Grades usw. der m Größen ki, ... h?, 
Dabei ist vorausgesetzt, daß die Größen 4,,... / 


in $ 2 anzugebende Bedingungen erfüllen. 


* 
m) 
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Gzzam+ 1, .. 


o*) ganze homogene 


n 
..u, gt 


Zum Beweise”) führen wir die Gleichungen (A.), indem wir 


dx, or oOx 
y' a . a 
— (0 r P 0% l .n) 
dt ii "ou; r ; ’0%p’ 
d’z, ._ oO’, o’x En 
{ on 4 $y' a N y m 1 
= = 30:04 —— +2 0,0, ——— - 9.0 
dt‘ ml 949: OU; Oyr IT Ovjr Hi 99, ou; or, 
(G,tml,..m; j,! =m+1,...0) 
setzen, über in 
. O’x, n O’ra O’x. 
S 0,04, ——— +2 0,0, - +20o0. —S$ 
ia! OU; Olyr ji ' '® v; OD; ) ou, ov 
Y 0X . OX , e 
_F/$ >. n 
— / ui OÖ nn 0, ‘ Cr ze M ... I d son» 
.( 0:5, or, ' 13 )+ re 
Wir setzen die obigen Reihen für x,,...z, und für 015... 0,; Our» 


ein und vergleichen die Glieder 1.,...p-ten Grades in bezug auf Ä,,...4,. 


Zunächst erhält man die Gleichungen 


0” „ ra Orr) 

y - / wa 4 ww « ‚4 a 0 “ w 
Sul ——— + 2 uU, ——<— +24 u - — 
ir 6, U; (6) U; Fr oOv; Ot'yı ij ou; oO v 


sie werden befriedigt durch 
m —k;cosu,, 


Make". 


Wir zeigen, daß allgemein 


> (1 ° 
0’ =Öd; 


aD = Eh... kön ePmt 1 Im pn a. [A C08 (+ + Gm Um) 


EB B sin (q u, + ie + Im Um) 





*) Vergl. dieses Journal Bd. 126, S. 221 ff. 


‚wisse, 
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(st: in jedem Gliede der Summe sind p,,... p, positive ganze Zahlen, welche 


die Bedingung 

Pıt'"+tp.=Pp 
erfüllen: gs... Q, sind positive oder negative ganze Zahlen, welche der Be- 
dingung 

Ial=Pp:— 29, dal,... m) 
9, ganze positiwe Zahl einschl. Null) genügen: in einem von Yyzıy... v, freien 


(rede trıtt kein Sinus auf, d. h. wenn p +" +p„=p est. est B=Q. 
Setzt man 


m 


 ä 1) 2 
A  ' + yY?’ ++ yP ter, fa}; ,..") 


wo „. eine ganze homogene Funktion p-ten Grades von Ä,,... k, dar- 
stellt, so ist 
yı > —k; h; sin U;s iize1,...m) 


y u k, a, pP J, (j=m-+1l,...n) 


f 
"\ 


Aus dem für x? angeschriebenen Ausdruck ergibt sich für y/” ein Aus- 
druck von derselben Form; es tritt nur jetzt in einem von "„;1,... 2, freien 
(rliede kein Kosinus auf. 

Das Produkt mehrerer Ausdrücke von der für x” angenommenen 
Form ist ein Ausdruck von derselben Form. Dasselbe gilt für ein der- 
artiges Produkt, in welchem zwei Faktoren «7, x? durch y\?, y\ ersetzt 
sind; ferner für ein solches Produkt, welches noch mit einer ganzen ratio- 
nalen Funktion von 47,... A, multipliziert ist, sowie für das Produkt aus 


ık 


einer der Ableitungen zweiter Ordnung 


n2 ’) ‘ ’) y ) 
O2 a Oo’, 


ou; Ouy Or, Op, ? ou; dv; 


und einer ganzen rationalen Funktion von A1,... Ay. 

Wir zeigen, daß das für x(” angegebene Bildungsgesetz richtig ist, 
wenn die Gültigkeit des entsprechenden Gesetzes für U, ... x(?" voraus- 
gesetzt wird. Für den Fall eines ungeraden » berechnen wir gi”, 7” 
unter der Voraussetzung, daß die Größen oe, o"(r<p—1) bekannt sind. 














Horn, Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 


Für x? ergibt sich die Differentialgleichung 


o° ‚(p) 0? „(P) 23 „(P) 
W. x; wa . (P) 
PIFTM 2 ul —a— + MU, aa — Sal 
ür = dur ” jr ' ov; Ovı yr% Ze , ou; Ov; ihn 
na „(p—2) 
Ser 
> (A, +1,00!” - 
15 ac ‚ur d: du; du, 
7? „ip 2) 
y (2) t 2 Volles. 
- tt, 0. 11,0 ——— 
r 5 ( ER + Pe) O0; Oy 
O°a (PT 2) 
(2) (2) 
= 4,6) 1,0 
= 3 ‚8 ) ou; 01 


+ Eetianie,ele m. ec. 0% 


Auf der rechten Seite stehen aus F, und @, hervorgehende Glieder von der 
Form 

konst. «I aD aa? een, 

konst. Yu ya? year? een, 
wo p+p"+p"+--—=p ist. Im Falle eines geraden » schließt die linke 
Seite mit den Ableitungen zweiter Ordnung von x” ab, im Falle eines 

o > 

ungeraden p» mit 


n2 (1) 
y —]1) -1) © Ua 
(4, / 
Fr 0 + Tr Mas 
c „’ 
+3 (u, or) + u,oP) +...) —— 
;j OV; 0%, 
Oz 
rs (2, or) +u gP) ++) | - 
“Rt OU; Ov 
d.i. mit 
— 2 (A, 0) +...) h,C08 1, 


für e=t!=1,...m, mit 
2 (u, oPrD4 “..) ke" 
für J=m+1,...n. Jedes Glied der linken Seite mit Ausnahme der in der 
ersten Zeile stehenden und der zuletzt angeführten Glieder 
— 24,0?" k,;cosu, bezw. Zu, 0" ke” 


ist gleich einer Ableitung zweiter Ordnung einer der Funktionen 7”, ..., 
multipliziert mit einer ganzen rationalen Funktion bereits bekannter Gröben 
0, 0®,,.., d.h. mit einer ganzen rationalen Funktion von Äy,... Ki. 


- 
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Hat man im Falle eines geraden p a, ... 2.” und o”, ... or, 


0% ,.. 0” jn der oben vorausgesetzten Form gefunden, so erhält die 
Differentialgleichung für x\P die Gestalt 





n2_(p) 2 (pP) na „(Pp) 
0°’x jr Dr KL 
zuS bn Zus. —— Zi ei nl 
NT Au; dur + Ta Ar D “ ir oWwor, > 
n zkeı 2 kPn e Pm+1’m+1 77 Pr’ n RK COs (9, U, + er + Im Um 


+ Bsin (nn ++ %)], 


WO Pıy...P, Und 913... 9m dieselben Werte durchlaufen wie in dem oben für 
x?) vorausgesetzten Ausdruck. Durch Einsetzung dieses Ausdrucks und 
Koeffizientenvergleichung erhält man für die in x{” enthaltenen Konstanten 
A, BD, welche den Größen A, entsprechen, zwei lineare Gleichungen, und 
zwar, wenn zur Abkürzung 


4ı ki + aa 91 hi + “ + Im Any 
Pa+i Uni + En = Dat 1 Un+ı + 2. + Pi H, 


gesetzt wird: 


A (Pu +1 Um+ı + ) Bo (9 hi + )' ve 7 ka B (9 hi + “) (Porz Unzı + “) = Ö, 
A (9 hı + +) (Paz Uni + “.) + B (Pin +1 Un+ı + .). aa (9ı h, n- ). — S,| —- (), 


Hieraus ergeben sich A, 5 als Brüche mit dem Nenner 


N au (Pam +1 Un +1 + ) En (9 h, + .). Re 8.7 + (9 h + ) (Paar Uni r $ +), 


vorausgesetzt, daß N nicht verschwindet. 


Im Falle eines ungeraden » sind außer a, ... x?” noch g, ... 057°, 
0°, ,.. 0?” als bekannt vorauszusetzen; außer den Funktionen x” sind die 


a. 


Konstanten 0”, 0?” zu berechnen. In der Differentialgleichung für 
x) = 1,...m) müssen sich die Glieder mit cos v, wegheben; wir haben 


links das noch unbekannte Glied 
— 24,0?” k, cosu,, 


ıxyı 


während sich die bekannten Glieder rechts in der Form 
G k, cos u, 


. A : . £ y—] 
zusammenfassen lassen, wo © eine ganze Funktion von X}, ... 4, vom Grad En 


-_ 
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darstellt; es muß also 


‚Fi PERS 
Ag; 


sein. Aus der Differentialgleichung für «” („=m+]1,...n) müssen die 
Glieder mit e”” herausfallen; es sind dies links das unbekannte Glied 

2u 0 Ve 
und die rechts zusammengefaßten bekannten Glieder 

G% ee, 

wo & von derselben Form ist wie oben. Man hat also 
($ 
Zu, i 


o' p—1) — 


Jetzt erfolgt die Berechnung von x/” wie vorhin im Falle eines geraden p. 
Wenn wir die obige Formel für x auch hier anwenden, so erhalten wir 
eine solche partikuläre Lösung der Differentialgleichung für x” (» = 3,5, ...), 
daß in «” ((=1,...m) kein Glied mit cos «,, in a” (j„=m+1,...n) kein 
Glied mit e”’ auftritt. 


$ 2. 


Die angegebene Berechnung von .“’ ist nur möglich, wenn keiner 
der Nenner .\ verschwindet. 
Für a=:=1,..mist ,=—-%;, also 


N-\ ‚= (9; h, + ...4 Im In) (Pan +1 Umzı + ...4 Pr u,) 
+ Pati ma tt Pa) at t gain) A]; 


für ae=j=m+1,...n hat man s,=w;, also 


N= N = (At + Gm Am) (Pazı Umzıt +p, u,) 
+ (Par int + pn) 1; — (Art + gmim))- 


N, verschwindet zwar, wenn 4,1, alle übrigen g9 und sämtliche 
gleich Null sind; .\, verschwindet, wenn p,=1 ist, während alle übrigen » 
und sämtliche 9 gleich Null sind. Im Falle eines ungeraden p sind aber 


die Glieder mit eos ». in der Differentialeleichune für x” und die Glieder 
Le) ” N 


t 


39% 
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mit e”” in der Differentialgleichung für x/”’ beseitigt; im Falle eines geraden p 
kommen solche Glieder von vornherein nicht vor. 
Im übrigen verschwindet N, nur dann, wenn 


ı 


Pt = 0,5... 9, = 0 
und 


h; —. (9 hi + az + Im I) no 0 
ist; dies ist nur möglich, wenn 
4ı h + a” + Im Im . » h; 


ist, d.h. wenn zwischen 4,,...4, eine Relation 


4ı h, + ... E=- Im 1, Bun 0 


mit positiven oder negativen ganzzahligen Koeffizienten besteht. N, kann 
nur verschwinden, wenn 
41=d,..9,=0 
und 
u — (Paar Umzı tt pn un) =0O 
oder 


iu, ae Pr +1 U,+1 + . + Pr U, 


ist; hier muß natürlich p,=0 sein, während die übrigen p positiv oder gleich 
Null sind. 

Wir machen demgemaß die beiden Voraussetzungen: 

1. Zwischen Ayy... A, besteht keine Relation 


" 


Jı h + + Im hun en v, 
WO Qyyrr+ Im Positiwe oder negative ganze Zahlen sind, die auch teilweise ver- 
schwinden können; 


2. zwischen Uyzıy... It, besteht keine Relation 


u, = P on Um + ai +P, Uns 


WO Prize» Pu positive oder verschwindende ganze Zahlen sind. 

Wenn die Größen A,,...4,; Uyurıy... , diese beiden Voraussetzungen 
erfüllen, so lassen sich im Falle mn >1 doch ganze Zahlen 9,--. 9. 80 
wählen, daß der absolute Betrag von 


I — (q At :++ Im k.) 








Horn, Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 233 


kleiner wird als eine beliebig kleine positive Größe. Nimmt man überdies 
Payı=0;...Pn=0, so wird der Divisor N; beliebig klein. Kleine Divisoren 
können nur in solchen Gliedern von %,,... x, erscheinen, in welchen die 
Exponentialfunktionen fehlen, in welchen also nur trigonometrische Funktionen 
vorkommen. In den Gliedern von £,;,,... 2, treten kleine Divisoren über- 


haupt nicht auf. 


S 3. 


Die in $ 1 formal hergeleiteten Reihen 


* 2(P) 5, 
ys y' „ j N %y' 1 
1.= 0), d=yy 
p=1 p=1 


gestatten ähnliche Umformungen, wie sie im Falle m=n in $ 5 der Arbeit 
in Band 126 dieses Journals vorgenommen wurden. 
Man kann x, und x, formal umwandeln in Potenzreihen der Am 


Q. 


+(n—m)=n+ m Argumente 


Ersetzt man die 2n Konstanten 


ee 3.7 NT: 


m *® 


dureh die 2m neuen Konstanten 


k;,=k,cos|, k; =k,sin |, (=1,.m) 
so wird 
5, — k) c08 0, !—k; sin o;t, 
n,=k; sin nal cos o;L, 
a 


0,, 0, gehen in Potenzreihen von Ay +43°,... ku +4, über; x,, x, werden 
Potenzreihen der n + m Integrationskonstanten 


m 


4 2 , 
RE Or 0 RE 


n ® 


Wir schreiben: 
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0,= EZ (kn e mr Pm+ı ,,. (kn e—'n')Pn. KiPi,,, Kirm kyPt... Ken 


m 1 


x[A 08 (1 94 ',+ Mm0.)t+ Bsin (19 ++ 9,0,)0:; 


die p,p',p” sind positive, die g positive und negative ganze Zahlen, welche 
die Bedingung erfüllen: 


FA =p, +Pp, — 29;, (= 0, R, 2, u, ((=1,...m) 


Für t=0 se 


IL=C,; (@=1,...n) 
„! J . 
dl; =(,;,. (i=1,..M) 


PDrese n+ m Anfangswerte Cyy... 625 Cyy+.. C„ mögen jetzt als Integrationskon- 
stante eingeführt werden.””) Wie oben seien x,, x, als Potenzreihen dar- 
gestellt: 


Pr 715 ne Nns .m+is 0. ), 


Ir 


5 ol Sn > 
T,n= N, (&,, ... 
— 


|‘ (5 Eo . C C) 
VL, = nalSıy er Smy Miyer Amy om+iy 9 on)» 


Unter Beschränkung auf die linearen Glieder ist 


S=$+-, 


_ a (i=1,...m) 
Y=-Ant", 
; —L., +... j=m+l1,..n) 
Für =0 ist 
uk, nk, „ek. 


Daher ergeben sich «,,c;,c, als Potenzreihen von Äy,...: Ayy...; 
von welehen wir nur die linearen Glieder anschreiben: 


' 
C; = k, +", 

N “ „ (i=1,..M) 
=—hhk; +, 
Geht. j=m-+1l,...n) 


Umgekehrt bereehnen sich hieraus A;,%/,A, als Potenzreihen von «,,... €,; 
Ci, +. C,„, von welchen wir die linearen Glieder angeben: 


*) Vergl. dieses Journal Bd. 126, S. 210. 


> 
**), Vergl. dieses Journal Bd. 126, S. 210—211. 
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Hieraus folgt 


Hiernach gehen 


in Potenzreihen von «,,...€,; €, ... c„ ohne lineare Glieder über, die qua- 


n) m 


dratischen Glieder sind linear in 


> 


2, © 2 
C, +- FR ll, -+- 
“1 


Für x, erhält man eine Potenzreihe von c,,...€,; Ci... €: 
L, . cd ... a Pi ... Cm " eIm+1'm+1 u a FE 


x [A cos (9 ur +q 0.)t+ b sin (MPı u en u FR Je: 


darin sind die p, p' positive ganze Zahlen, 9,.1,-.. 7. positive, 9, ».. 9, POSi- 
tive und negative ganze Zahlen, welche die Bedingung erfüllen: 


at Hlal<pttPpatptt pn 
Im+1 er + In <p +1 +. +2. 


Wir schreiben die in den Integrationskonstanten linearen Glieder an: 


er 
4=(0,608Q0;,14 , sın 0, f-+ Gh. 
MY 7 u EZ #1,..n) 
Wir können der obigen Reihe auch die Form geben: 


Lg _ z[4 COS (9 0, + Ren + Im 0) { 7 b sin (9 0, 7 alte 2 Im On, {| 


,J 


Be 


£ oe \4m +1” m+1 7n ® )t. 


darin sind Qu41> ++» 9u Positive, 9,,... q,, positive und negative ganze Zahlen; 
A, B sind Potenzreihen von &,,...€,; €,...c,„ mit Gliedern von der Form 


2 





\ ) If If! 
(er... ch 


m 
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wo die p,p' positive ganze Zahlen sind, welche mit den q durch die vorhin 
angegebenen Bedingungen verknüpft sind. 

Nachdem die formale Existenz der Reihen nachgewiesen ist, können 
die Entwieklungen von %,,...%,, SOwie VON @1,3:.. On} Omzıs... 0, direkt aus 
den Differentialgleichungen (A.) berechnet werden,”) wie dies in $ 5 geschieht. 


$ 4. 


Es möge auf die Reihen hingewiesen werden, welche aus den bis- 
herigen Reihen durch Nullsetzen eines Teils der Integrationskonstanten 
hervorgehen. 

1. Setzt man 

ER, ı FI IE: 


N 


so wird 
x ) 
2 m Er. 
p=1 
Mk, COS U;s (i=1,..M) 
md —0 G=m+1,...n) 
und 


zip) — >_A kp: R kePın GOSs (q U, + +++ Im Un); 


WO Piy...P, positive ganze Zahlen mit der Summe p und q,,.-. q, positive 
und negative ganze Zahlen sind, für welche 


\u|=Pp:— 29; (=1,...M) 


ist (g, ganze positive Zahl einschließlich Null). Es sind dies die Reihen, 
auf welche in Bd. 126, S. 232 dieses Journals hingewiesen ist. Die for- 
male Berechnung dieser Reihen ist möglich, wenn die 4 die in $2 an- 
gegebene Bedingung erfüllen, während die « beliebig sind. 

Aus den Gleichungen 


Ki, ei, ++ —=0, (j=m+l,..n) 


1 


worin an Stelle der Punkte Potenzreihen von &,,... €; C,... €, mit Gliedern 


7 


zweiter und höherer Dimension stehen, ergeben sich c„;1,... €, als Potenz- 


nl 


! 


reihen von Cs... 6,5 Eye. C,, Welche mit quadratischen Gliedern beginnen. 


*) Vergl. Bd. 126, 5. 227—230 dieses Journals. 
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Man erhält x, als Potenzreihe von c,,... 6,5 €, +». C„, deren Koeffizienten 
Funktionen von ,,... , sind: 


v \ Inf! ZA 
L — > a ... ePın cr ... Cm 


47 1m 


2£ [4 COS (qı u, -r ... + Im Un) + B sın (q U, + J U.)|; 


hierbei sind q,,...q, positive und negative ganze Zahlen, welche die Be- 


773 


dingung 
It + In“ Ph +.++9P, +P: +..4 p' 
erfüllen. 
2. Wenn man 
| A ı Far A ı 
setzt, wird o,=u,, also 
v=u;t 
Man hat 
„(d == 0, 1 
W—_he* 
und 
PP = Alk, ermtPmti,,,(k,e#' 


WO Paris ganze positive Zahlen mit der Summe p sind. Demnach 
erscheinen ,,....x, als Potenzreihen der » — m Argumente 


diese Reihen sind konvergent,“) wenn die absoluten Beträge der Argumente 
hinreichend klein sind. Das System nähert sich der Gleichgewichtslage © 
asymptotisch, wenn ? unbegrenzt wächst. Vorausgesetzt ist dabei, daß die « 
die in $ 2 angegebene Bedingung erfüllen, während die i jetzt keiner Be- 
dingung unterworfen sind. 

Die Bedingungen 


zerfallen in 


*) Vergl. z. B. Picard, Traite d’Analyse, Bd. III, Ss. 17#., S. 185. 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 















238 Horn, Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 


Sie liefern &,,...€,; Cy... C„ als Potenzreihen von c,.ı,...c,, welche mit 
quadratischen Gliedern beginnen. Somit erscheint x, als Potenzreihe von 


Cy313 +. €,, deren Koeffizienten von 


e "m+1 ä u ePn! 
abhängen; unter Beschränkung auf die linearen Glieder ist 


= +°+, t=1,..M) 


3. Wir setzen jetzt 
0... =d amt... et. 
Dann ist 
>’ —=k au, VI. Pt 
und 
P=- Ak can u; 1 =P,Pp-2,p—-4,...; 
hierin ist „,=o,2-+/, und 0, =4,+-- eine Potenzreihe von 4}. Die in $2 
betrachteten Divisoren sind hier 


N=-23—- 4, N =—-W-gäh. 


ı 


Damit kein Divisor verschwindet, setzen wir voraus, daß keiner der Quotienten 


eine ganze Zahl ist. 
Aus den jetzt erfüllten Bedingungen 


k' — G;+ ..— 0, 


i==?2 m) 
N 
z C; 
k' ei pe —(, 
vs 
k. 6,4. j=m+l,...n) 


! ! 


Cyyare Cu} Cars. €, als Potenzreihen von c,, c;, welche 
mit quadratischen Gliedern beginnen. Wir wählen den Anfangspunkt der 
Zeit £ so, daß 4 =0 wird. Dann wird Y=k’+k=ci+:- eine Potenz- 
reihe von c,, welche mit dem Gliede c; beginnt; 4, wird also eine Potenz- 
reihe von c,, deren Anfangsglied wir gleich +c, annehmen können, und 
o,=4,++-- eine Potenzreihe von c, ohne lineares Glied. So geht x, in eine 


ergeben sich 6, ... 


>» [ 
m) 
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id * ’ 


Potenzreihe von c, über, in welcher der Koeffizient von c? eine lineare 
Funktion von cos vo,t(vr=1,2,...p) ist. Daß keine Sinusglieder auftreten, 
erkennt man durch direkte Berechnung der Reihen aus den Differential- 
gleichungen. Es sind dies dieselben Reihen, welche in $ 5 der Arbeit des 
Verfassers im 48. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Physik abgeleitet 
sind. Sie konvergieren, wenn c, hinreichend klein bleibt, für alle Werte 


)r 


. . . . . AL 
von ?! und stellen eine periodische Bewegung mit der Periode dar. 


() 
4, Es sei schließlich 


> 


0... =, 


m 


während Ä,.,,...i, von Null verschieden seien. Dann wird 


n 


Ei — k, COS Hy = 2 0, ... a 0: .n l- k 2 
und 


u = Eh köntı ... Kan ent tt (A cos, 7, + B sing; 7) 


(Pıt Part +p =D, H=PıPpı 2, 


0, =h+'-, ,=u,+-- (J=m+l1,...n) sind Potenzreihen von 4,. Damit 


i 


die formale Berechnung der Reihen möglich ist, darf keiner der Quotienten 


)., / 
) } 


eine ganze Zahl sein, und die « müssen die in $ 2 angegebene Bedingung 
erfüllen. 
Die Gleichungen 


oder 


! 


ergeben c;,... „5 Gy... C„ als Potenzreihen von €, ,Cmz4ıy... C,, wenn c, = 0 


2 


angenommen wird. Man hat 


=> Bi 


i 1 eP’m+1 er. ern n oe Om+1'm+1 - 
a du - 


nn (A cos ,09,h!+ PB singo,f): 


C 


u 


hierin sind P,. Pasıs--P, positive ganze Zahlen; g, ist eine positive oder 
negative ganze Zahl, 9.41, .-. 9, Sind positive ganze Zahlen, welche die 
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> 1 . > arfii ın + 
Bedingungen erfüllen: 


4ı <Dı; Um+1 + pers + In a u u +2, 


Die Größen 09, =4, ++, 0,11 =M4Myrı +, 0,=u,4+:- sind Potenzreihen 
VON Cs Cyiıser C,, In welchen die linearen Glieder fehlen und die quadra- 
tischen Glieder von der Form konst.c; sind. Man kann zu diesen Reihen 
auf einem anderen Wege gelangen, auf welchem auch die Konvergenzfrage 


* n 4 Ara * 
erledigt wird.”) 


$ 5. 


Wir wollen nun die von den Integrationskonstanten €, ,...C,3 Gyr. €), 
abhängigen Reihen, deren Existenz am Schluß von $ 3 nachgewiesen wurde, 
unmittelbar aus den Differentialgleichungen (A.) berechnen. Daber werden 
die früher eingeführten Bezeichnungen zum Teil in anderer Bedeutung benutzt. 

Wir setzen 

= tn tete, 


! l) 2 (» ° 
ze tete tr 


x», yP sind ganze homogene Funktionen p-ter Dimension der Konstanten 


! ' 
Cs» C,s Cyyoo. ( 


ım 


und trıgonometrische und Exponentialfunktionen von 


u=0;l, (=1, m 
‚Ar 72 G=m+l...n) 


Dabei ıst 
= htot to” +, 
ou (2) (3) 
==, + 0, +06; +’, 


wo 0”, 0,” ganze homogene Funktionen p-ter Dimension der n+ m Konstanten 
ce,c sind”) Für t=V ıst 


*) Nach Analogie von Poincare, Meth. nouv. Bd. I, Kap. 3, 4, 7 (Solutions perio- 
diques, exposants characteristiques, solutions asymptotiques). 
KEN 


) Die Größen ‘9, 0% sind (vergl. $ 3) lineare homogene Funktionen von 


12 


to 
cr C 
2 2 m 
cı ev ... € ., ® 
+ A? b) m r 2 


‚m 
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Ü„ C„s L=C,;, 1 =] 
«also 
rd) — ( WMEeaırl ed 
a a) 174 ’ ’ ’ 
(1 (2 1) 
y =C, W”=(, U 0), ) 
Y 
Setzt man 
d Lu ad 0a = u 0a 
/t Me O; 7 Eu Ben 0 
( i—=1 ou -m+1 ot 
d«), un oO, ” o4 
2 PB OO: — .— um , Ö 
lt ar u * oı 
( = IU; =zm+1 


so gehen die Differentialgleichungen (A. 


5 
7 


da, ! 
=L,; 
dt 
3 
dx), v N 
Fr S + f,(&. 52 ) ro, (2, 
über In 
xy © Un f = 6, Lg „r 
u 0 r > — OÖ P = Le 
ij OU; oOv; Br 
Or oa) 
. . a . da Y ! ' \ \ u \ 
BR 0; , - P O n +7 TU. - F, (2, ... Le y u... T ) 2 (7 x ls ... d 2 . 
i OU; OV j 


Wir setzen die obigen Reihen für ,, x, o,, 0, ein und vergleichen die Glieder 
erster, ...p-ter Dimension in bezug auf die c,c. 
Die Gleichungen 


1 ’ 
Br - . da, 


31, ——-+3u — ey", 
ö cu; orv 
En (1) J 
. O Ya . ( Ua \ 
Be 2° =, 
i ou, Ol 


mit den Anfangsbedingungen 


7 =(,, yı) = C: für =) 
ergeben 


! 


(1) > = Ci 1 (1) ar 
6,008, et, 
i 
(1) I a Pens (1) ; A 
y’=—ChSMU+ C;co8U, Y=—c,uen, 
mal... Br jun +1, „.S 


*) Vergl. Bd. 126, S. 227ff. dieses Journals. 
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Für 2, y” müssen sich (vergl. das Ende von $ 3) Ausdrücke von 
folgender Form ergeben: 


ep) . h; [A cos (q tt, - on E= Im Un) in B sin (qı ı, + ‘> u Im 4) eIm+1 "m-+1 +... 4 In’), 
YıP zu 21: l’eos (q, ut + qm 1) + B'sin (qı ut: ++ In Un) eam+1"m+1*t tn); 


darin sind 94413... Q„ Positive, 9, ... 7, positive und negative ganze Zahlen, 
welche die Bedingung 


q +... 4 Im + In ++ mp 


erfüllen; 4.5, A’, 5’ sind ganze homogene Funktionen p-ter Dimension der 
°,c, Unter der Voraussetzung, daß 


1) 


\ (pr). (1) 
a 9 ... A a . Y 


a ’ .. 


. (p—1) . 
dl R Ya , 


(p—?) 
j 


(p—?) . (2) 
4 .»... 0 nr O} 9 ... 0 


bereits berechnet sind und die oben angenommene Form besitzen, be- 
rechnen wir 


(P) pP). (p—1) (p—1) 
dl a3 Ya ’ Ö; p) 0 . 


Wir haben die Differentialgleichungen 


n „(P) 2 „(P) 2 „(p--2) (P—2) 
u. Din ö O2, mr O8: De 
2 I +- P: HM, — + B: + P; 0“ 4... 
OU; or, ou; j ov, 
a (1) (A 
f 4 Fa  O Ju . ee ‚Or, m\ 
+20" — + 3 0 = y.P) 
i OU; ) or, TR, 
9, OyP Ö yp—® a yP9 
a O Ya \ Ya (2) C Ya » (2) Y 9a 
z21-— <& u, — +20” + ZZ — + 
ou; ;i I do, F ou; j or, 
o a Oyy 
x (p—1) & a xy (p- 1) ij, e s (2) a 
+ m 0; _ + — Ö, po a dl Or. '+ Q,; 
N OU; } ä ©; 
[2 * A [2 
(/, ist eine Summe von Gliedern 
konst. «{W ... Ur, ">22, +++, =p) 
a Gy ) 


wo auch an Stelle zweier Faktoren x die entsprechenden Faktoren y treten 
können. Durch Einsetzung der Ausdrücke für die bereits berechneten Größen 
erhält man 


(p) 2 (p) 
ÜOxX er 
z, a ı > Be 
ah 2 Pi == Y, - 
t ( U; ) ( ©; 


+ = COS (q ’, + +)+ N sin (q u, 5 +) eIm+1 em] vn 








Horn, Bewegungen in der Nühe einer Gleichgewichtslage. 


n.,(P) en (p) 
a O Ya y CO Ya ,) 
SA, =—+2 u, J 5,2” +... 
i ou; ; 7 00, Bm 


+ = [W cos (qı u, + +) +% sin 4ı H, + )| em Fltm+ıtr' ö 


! 


wo A, DB, W, DB" ganze homogene Funktionen »-ter Dimension der ©. c' sind. 
Auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen sollen an Stelle der Punkte, 
wenn @='=1,...m ist, die Glieder 

f \ c} u 

0° (e, sin u, — rn cos u,) +4, 608 u, + b;, sin ,, 


0» (c,4, 608 u, + c; sin ”,)+ a; 08 u, + b; sin v 


stehen; wenn e=j=m+1,... n ist, die Glieder 


—r 


o'P=V n C fZ + ( ” a 


— oPDV.eue toner 


die a,b,a’, b’ sind ganze homogene Funktionen p-ten Grades der c, c'.® 
Damit x”, y” und x”, y'? die angegebene Form haben können, 


1 ] UJ 


muß”*) einerseits 


! 


a’ 
2c,0 + b,+, U), 


ıXSı 


nj 


ta, 
A; L 
andererseits 
2 c,u,0P"” -—M q; 


sein; die beiden ersten Gleichungen müssen durch eine ganze homogene 
Funktion o‘””", die letzte Gleichung durch eine ganze homogene Funktion 
0) der c,c' von der Dimension p—1 befriedigt werden. 

Die oben eingeführten Größen A, 5, A’, 5’ werden aus den Gleichungen 
berechnet:”*”) 


*) Daher erstrecken sich die Summationen auf den rechten Seiten für «= nicht 
auf die Glieder mit cos v; und sin %;, für @=)7 nicht auf das Glied mit « 
**) In betreff der Begründung vergl. den Schluß dieses Paragraphen. 
**) Zur Abkürzung ist geschrieben: 


Iı I, ee Ing, A, ,; 


Im+1Um-+1 + rt +49 Un = G +1 Hn+i1 + I 
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2 A (Gazrı Uyyı + .) + b (qı hi + +) — A'+ U, 
Bes A (q h, 1 +) _— B (g;; Unrı -+- +) u B + R; 
Al tat) + Bat) AN, 
— Alyılıt+)— Bu uUnat)=s,B+®. 
Durch Elimination von A’, 5’ erhält man die beiden Gleichungen 
2 | (Gmzı U n+ı + -_ )° Bier (9 bh + ...). Nur 8,) un 2 b (qı hi + +) Gi Un+ı + +) 
„ I y RR U +1 + +) + N) (9 h, + a2 ), 
2.4 (7 ht .) (Ins mt )+ Ba yı Unyıt ) > (N ht ) — 8, 
.. B == u (9 hı + .) Er Y (Qu: U +1 + +) ‚) 
aus welchen sich A, 5 berechnen lassen, wenn 


N, — ICA +1 U 1 + “..). is (q hı 7 ). ı Au + (q hı + .) (Gu4: U +1 u .). 


von Null verschieden ist. Darin ist 
= -Rlel..m) s=WQ=m+l,..n). 


Der Ausdruck N, kann unter den in $ 2 gemachten Voraussetzungen 
nur verschwinden, wenn q,=1 ist, während die übrigen y verschwinden. 
Zur Berechnung der in 
ai P — A @08 U; + B sin ut", 
yP—= A'cos u, + b’sin u; + 
enthaltenen Glieder mit eos v, und sin ”, dienen die Gleichungen 
B,=A+4U, -—A,=b'+B; 
er - AKenBr+R, 
welche aus den obigen allgemeinen Gleichungen dadurch hervorgehen, daß 
man @e=:,q,=1, die übrigen y gleich Null setzt; A, B, W, DB" mögen jetzt 
das bereits berechnete o!””” enthalten. Die erste und vierte Gleichung 


» ! )* B' 
B,—A'=M, Bu,—A=7 


“i 


I 


sowie die zweite und dritte Gleichung 


! 


ı 


y 1} si W g_ 
Ai, + 5b =D), 4 A;+ A‘ 
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müssen übereinstimmen; infolge der von selbst erfüllten Bedingungen 


_® a a _ 
U=-, +. =0 


ı u 


reduzieren sich die vier Gleichungen auf die beiden 
A'— B41,+4=0, A,+b+B=0; 


zwei weitere Gleichungen ergeben sich aus der Bedingung, daß x”, y\” für 
{=0 verschwinden. 
Die in 
r—=A et, 
yP—=Aeit.. 
enthaltenen Glieder mit e”” berechnen sich aus den Gleichungen 
Au =A+N, 
 Au=Au+4W, 
wo W,W auch das bereits berechnete 0" enthalten. Diese beiden Glei- 
chungen reduzieren sich infolge der von selbst erfüllten Bedingung 


a 


u 


n3 


NZ 
_—— 
l 


auf die eine 
Au +A+A=0; 


eine zweite Gleichung liefert die Bedingung, daß x” für ?=0 verschwindet. 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 

















Die Biegungs-Invarianten und Kovarianten 
von gegebener Ordnung. 


Von Herrn J. Knoblauch in Berlin. 


In 16. Bande der Acta Mathematica (1892) hat Zorawski die Auf- 
gabe in Angriff genommen, für eine gegebene Ordnung der Ditferentiationen 
die Anzahl der aus einer binären quadratischen Ditferentialform und einem 
System willkürlicher Funktionen abzuleitenden Ausdrücke zu bestimmen, die 
bei einer beliebigen Änderung der Variabeln in die formell gleichgebildeten 
übergehen und dabei so beschaffen sind, daß alle übrigen Ausdrücke der- 
selben Art von ihnen abhängen. Man kann im Zweifel sein, ob die Methode 
der infinitesimalen 'T’ransformationen, nach der die Aufgabe dort behandelt 
wird, als zweckmäßig anzusehen ist, wenn man bemerkt, daß ihre Anwen- 
dung schon beim ersten Schritt den eigentlichen Inhalt des der Untersuchung 
zugrunde liegenden Gleichungssystems zerstört (vgl. S. 9a. a. 0.). Wenigstens 
wird man sie angesichts dieses Umstandes nur dann als berechtigt betrachten 
dürfen, wenn sie besonders einfach zum Ziel führt. Aber das Gegenteil 
ist der Fall; aus dem weitschichtigen Formelapparat. den die /:esche 'T’'heorie 
mit sich bringt, läßt sich lediglich der Antrieb entnehmen, die interessante 
und wichtige Aufgabe auf einem anderen Wege zu lösen. 

Wie man aber auch über die Behandlungsweise denken möge, so 
bedarf das Problem selbst doch aus dem Grunde einer Neubearbeitung, weil 
die von Zorawski ermittelten Anzahlen an zwei Stellen wesentlich anders 
zu gruppieren sind, wenn die gewöhnliche und für die Anwendungen durch- 
aus zweckmäßige Definition der Unabhängigkeit von Invarianten festgehalten 
wird. Es findet sich nämlich a. a. ©. S. 38 die Angabe, daß für die vierte 
Ordnung sechs von einander unabhängige Biegungskovarianten einer einzigen 


Journal für Mathematik Bd. 151. Heft 4. 35 
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Funktion vorhanden seien. Nun kann aber die Anzahl unabhängiger Biegungs- 
kovarianten einer gegebenen Ordnung niemals die der partiellen Ableitungen 
derselben Ordnung übertreffen, und diese Anzahl ist für die vierte Ordnung 
gleich fünf. Wenn also in den mir bekannten Arbeiten, die eine Verall- 
gemeinerung oder sonstige Erweiterung der Zorawskischen Ergebnisse zum 
Zweck haben, der von ihm selbst behandelte Fall als erledigt betrachtet 
wird, so kann ich mich dieser Anschauung nicht anschließen. 

Die folgende Untersuchung bezieht sich, außer auf die Invarianten, nur 
auf die sogenannten Deltramischen Biegungskovarianten. Die Mindinyschen 
Kovarianten, die aus diesen abgeleitet werden können, bleiben unberück- 
sichtigt. Ferner wird gleichzeitig mit der quadratischen Differentialform nur 
eine einzige willkürliche Funktion betrachtet. Diese Beschränkung ist un- 
wesentlich, denn aus den hierbei gewonnenen Ergebnissen lassen sich die 
allgemeinen leicht ableiten, wie auch bei Zorawski auseinandergesetzt ist. 


I. 


Von allen Methoden, die man anwenden kann, um die Existenz und 
den gegenseitigen Zusammenhang von Ausdrücken zu diskutieren, die in der 
Deformationstheorie den Charakter von Invarianten oder Kovarianten haben, 
erscheint diejenige am natürlichsten, die sich unmittelbar auf die Grund- 
gleichungen der "Theorie stützt und mittels elementarer Operationen zum 
Ziel führt. Es sei 

2 a,.dudu=A 


eine binäre quadratische Differentialform von nicht verschwindender Deter- 
minante. Die Indices © und % nehmen unabhängig von einander die Werte 
1,2 an. Für die Koeffizienten gilt die Bedingung 


A, Are 


Bezieht man die Form auf zwei neue Variable, die Funktionen der alten 


sind, so möge 
. ! 7 ! ne 4 
A= 2a,dudu,=A 


hs MA 


werden. Die beiden Koeffizientensysteme sind dann durch die drei 'Trans- 


formationsgleichungen 


. + ou, Du), 
(1.) „=JLa, 
h,d 


- I (i,k=1,2) 
“ou Ou 
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verbunden. Für die Determinanten a, =a, «,=a' folgt aus ihnen die 
Gleichung 
(2.) a= ad”, 


in der .f die Funktionaldeterminante der Größen « in bezug auf die Variablen 
bedeutet. Versteht man unter A das Quadrat des Linienelements ds einer 
Fläche, so weiß man aus der T'heorie des Krümmungsmaßes, daß es einen 
aus den Größen «@,,, 2, @s, Ihren ersten Ableitungen nach «, und , und 
drei bestimmten zweiten Ableitungen zusammengesetzten Ausdruck gibt, der 
bei der Transformation zu beliebigen neuen Variablen in den formell gleich- 
gebildeten übergeht. Es besteht also eine Gleichung 


oa,, 


(3.) (Ai, Co, Aa, du, ve) Ay Oi; Aa, IHR RIED E 
in der /f auf beiden Seiten dieselbe Funktion bezeichnet. Größen /, die 
einer solchen Gleichung genügen und in denen Ableitungen beliebiger Ord- 
nung auftreten mögen, heißen nach einer von Weierstraß vorgeschlagenen 
und von Werngarten eingeführten Benennung Biegungsinvarianten. Ihre 
Ordnung ist gleich der höchsten Ordnung der vorkommenden Differential- 
quotienten. Hiernach ist das Gaußsche Krümmungsmaß eine Biegungs- 
invariante zweiter Ordnung. 

Nun muß man offenbar die Gaupsche Invarianz aus den Relationen (1.) 
und ihren ersten und zweiten Derivierten durch Elimination der Ableitungen 
erster bis dritter Ordnung der Variablen ”' nach den Veränderlichen ” her- 
leiten können. Diesen direkten Weg hat (asoratı in einer Abhandlung ein- 
geschlagen, die zwar hier und da zitiert wird, aber nicht die gebührende 
Beachtung gefunden hat: „Ricerca fondamentale per lo studio di una certa 
classe di proprietä delle superfieie eurve“ (Annali di Matem. t. 3, 4 (1560—61)). 
In derselben Arbeit hat (’asorat: auch die von einander unabhängigen Biegungs- 
invarianten 3. und 4. Ordnung hergestellt. 

Es läßt sich nicht leugnen, daß die Casoratische Untersuchung nicht 
in allen Punkten gleich übersichtlich ist. Doch kann man diesem Übel- 
stande leicht dadurch abhelfen, daß man die ersten Derivierten der Glei- 
chungen (1.) in der Form benutzt, die ihnen Chrıstoffel in seiner Abhandlung 
„Über die Transformation der homogenen Differentialausdrücke zweiten 
Grades“ (dieses Journal Bd. 70 (1869), S. 49) gegeben hat. 
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Will man auf dem von Casoratı betretenen Wege allgemeine Resultate 
gewinnen, so erkennt man bald, daß es sich nicht empfiehlt, die Frage 
nach den Invarianten von der nach den Kovarianten zu trennen. Vielmehr 
wird man zweckmäßig, wenigstens bis zu einer bestimmten Ordnung hin, 
das Gesamtsystem der Gleichungen im Auge behalten, aus denen beide Arten 
von Größen entspringen müssen. 

Es bedeute y(%,, ,) eine willkürliche Funktion der beiden ursprüng- 
lichen Variablen, y(w\, «) ihren Wert, in den neuen Veränderlichen dar- 
gestellt. Aus 

(4.) u, W)=gy (u, %) 


ergibt sich dureh Differentiation eine unbegrenzte Reihe abgeleiteter Glei- 
chungen, zunächst 
(5.) 5 =272 für 

Genügt nun eine Funktion /, die außer den Größen «a, und ihren Ab- 
leitungen auch die Differentialquotienten von p enthält, einer Gleichung der 
Form (3.), so heißt sie eine Biegungskovariante der Funktion 9. Sie ist 
von der m-ten Ordnung, wenn Ableitungen m-ter Ordnung dieser Funktion. 
aber keine höheren, in ihr vorkommen. Solche Biegungskovarianten müssen, 
ihre Existenz vorausgesetzt, aus den Relationen (1.), (5.) und ihren Deri- 
vierten durch Elimination der Ableitungen der Größen « folgen. Wo im 
folgenden von Ableitungen ohne weiteren Zusatz die Rede ist, sollen darunter 
stets die partiellen Differentialquotienten von «, und «, nach «, und «, ver- 
standen werden. 

Eine einfache Abzählung, die schon (asoratı vornimmt, gestattet 
wenigstens einen Schluß auf die ungefähre Anzahl unabhängiger Biegungs- 
Invarianten und Kovarianten bis zu einer bestimmten Ordnung hin. Um 
zunächst bei den Invarianten zu bleiben, so gilt die Bemerkung, daß aus 
jeder der drei Gleichungen (1.) durch die Differentiationen erster Ordnung 
zwei neue hervorgehen, dann drei usw., für die m-te Ordnung m+1. Das 
System (1.) eingeschlossen, hat man also 


>(m m-+-?2 
3(1+2+.-+(m+1))=' (n na 2) 


(Gleichungen, aus denen 


2(2+3+..+(m +2))=(m +1) (m+ 4) 
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Ableitungen der Größen «, und «, zu eliminieren sind. Diese Elimination 
ist ausführbar, wenn die erste Zahl größer als die zweite, 


(m +1) (m—2) 


.- 


> 0 


ist, also von m=3 an, und die Zahl auf der linken Seite der Ungleichung 
würde dann, immer unter Voraussetzung der Darstellbarkeit der Resultanten 
in der Form (3.), zugleich die gesuchte Anzalıl der Biegungsinvarianten bis 
zur m-ten Ordnung hin angeben. Aber diese Schlüsse gelten, wie (asoratı 
selbst hervorhebt, ohne Rücksicht auf die spezielle Natur der Gleichungen 
(1.), und in der Tat lehrt ja die 'T'heorie des Gawßschen Krümmungsmaßes, 
daß schon für m=2 eine Biegungsinvariante existiert. Hiernach hat es 
zunächst keinen Zweck, solche allgemeinen Erörterungen unter Hinzunahme 
der Gleichung (4.) und ihrer Derivierten auch auf Biegungskovarianten 
auszudehnen. 

Beginnt man die planmäßige Untersuchung mit den Gleichungen (1. 


für sich allein, so sieht man unmittelbar, daß es nicht möglich ist, die vier 
oO u Ö u" ou‘, ou . Die. En ä , 
", „, aus ihnen zu eliminieren. Es gibt 


partiellen Ableitungen SER ATI 
also sicher keine Biegungsinvariante der Ordnung Null. 

Die Hinzunahme der Gleichung (4.) führt nicht weiter, es existiert 
also auch keine Biegungskovariante O-ter Ordnung. 

Nimmt man dagegen, ohne vorerst über die Differentialquotienten erster 
Ordnung der Größen «' hinauszugehen, die Gleichungen (5.) hinzu, so kann 
man die Elimination der vier Ableitungen aus dem System der fünf Gleichungen 
(1.), (5.) ausführen. Dabei ergibt sich das Resultat in sehr übersichtlicher 
Form, wenn beachtet wird, daß aus (5.) das System 


. 7 n n “ ei 
(6.) op 0% Bi op Oy ou, CU, 2 
\ ou; Ou; ,uou, Ou,, Ou; Au; 


hergeleitet werden kann, und daß umgekehrt diese drei Relationen auf (5.) 
zurückführen. Es sind die Transformationsgleichungen für die quadratische 
Differentialform 
‚op © 
ZI? II u,du=dg.. 


ik OU; Our 
Ihre Zusammenstellung mit (1.) liefert die Invarianz (im algebraischen Sinne) 


"n\ , en f 2 N \ 

en x op op Rn op Ccg 
(7.) a Ür 5 - = Hu 85 
i,k OU COUx Ay - 0uU, OU, 
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als Resultat der Elimination der Ableitungen aus (1.) und (6.) oder (1.) und 
(5.). Es bedarf kaum der Erwähnung, daß von der zweiten algebraischen 
absoluten Invariante des Formenpaares (A, dp”) hier wegen des Verschwindens 
der Determinante von dy nicht'die Rede ist. D. h. es gibt eine Biegungs- 
kovariante erster Ordnung, die keine Ableitungen der Größen «a, enthält, 
nämlich die Größe 


[0X Op Op 
HA (A, dg)= 2 or o®_ (2, ’)—20 "ou, Ou, ale „(se u, 


ou Om G., 0, 


Sie ist mit dem Deitramischen Differentialparameter erster Ordnung der 
Funktion p in bezug auf die Form A identisch, so daß man die Gleichung 
(7.) auch schreiben kann: 

(8.) NYy=IuY. 


Behufs Einführung der Ableitungen zweiter Ordnung der Größen ' 
difterentiieren wir jetzt die Gleichungen (1... Vermöge der dabei ent- 
stehenden 2.3 Formeln 


! ' n ! m ! 


ne nn n9 





OA; OR A a AR 
e —_ Uu : “ u T Au nn - - 
h OU; 1, u ou; Ou,Cdu; i,u ou; du; cu, 
\ Q,) 
. 4 en ! en ' ‘ ' ‚ ! 
vw O du OU 7 OUu CU, 
a 
i,u,, Ou, Ou; Ou, Ou; 


können die sechs partiellen Ableitungen zweiter Ordnung als explizite Funk- 
tionen der ersten Differentialquotienten dargestellt werden. Die Koeffizienten 
dieser Darstellung sind die jetzt so genannten Christoffelschen Verbindungen 
aus den Koeffizienten der Form A und ihren ersten Ableitungen und die in 
gleicher Weise aus den Koeffizienten von A’ gebildeten Ausdrücke. Man 
kann diese einfache und wichtige, von Uhr:stoffel a. a. O. bewiesene Tat- 
sache auf dem landläufigen Wege der Auflösung der Gleichungen (9.) dartun, 
ohne einen Kunstgriff anzuwenden oder auch nur den invarianten Charakter 
der dabei auftretenden Gleichungen von vornherein ins Auge zu fassen. Es 
genügt, dazu folgendes zu bemerken: 

Vertauscht man, unter Benutzung der Gleichung «,,=«;,, auf der 
rechten Seite von (9.) 4 mit « in der ersten Summe, so erhält man dafür 

Br ou, 0’ u; 


u U, . 
u "ou OmU, 
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Um sodann eine der beiden Summen, die sich auf die zweiten Ableitungen 
von u; beziehen, zu isolieren, wird man der Formel (9.) diejenigen an 
die Seite stellen, die aus ihr durch Vertauschung von mit / und 
von k mit Z hervorgehen, also links B und enthalten, und hierauf 
+ en 1 bilden. Nach einer Vertauschung von 4 mit v 
in der ersten, « mit v iu der zweiten der drei dreifachen Summen auf der 


. [3 ( 
die Verbindung 


rechten Seite der entstehenden Gleichung, und nachdem zur Abkürzung 
1 Ya oa; >) vi 
(10.) 2 \ou; r ou 9w/ Li 


und entsprechend 
1 /Oa, 1 Od;y , iu‘) ’E [’ el 
2\0u ou, ou), v- 


gesetzt ist, erhält man die Formel 


ik x, c Lu O’u, x Ju) u; ou), 1 u, 
(11.) N | Aus, Tr. ‘ . 


r,u ou; Ou;Ou; ,u,»,L v J Ou; Ou, Ou 


Die zweiten partiellen Ableitungen ergeben sich nunmehr einzeln mittels 


. . . re» OU, . . 
elementarer Relationen der Determinantentheorie. Wird mit s;; bezeichnet, 


ou, 


und ist o,, die in der Determinante s,, —=s zu dem Element s,, gehörige, 


durch s selbst dividierte Unterdeterminante, hat ferner, wie schon in der 
Gleichung (7.), «,, dieselbe Bedeutung für «,,, betrachtet als Element der 
Determinante «, so liefert die Multiplikation von (11.) mit «,,o, und 


Summation über e und / die Gleichungen 


. ng ! “ a 

> «0 [' ] — + 2 0) (" “] 9 
— ah Yıl = - , Tr. h iduk® 
0,1 ee OU; OU; ,,u,V i v Er 


Vermöge der aus (1.), nämlich 


En p zZ > 
U;x e- A; u Ö Ji ® uk 
14 


folgenden Transformationsgleichungen für die Größen «,, 


(12.) OL ix u. PP; u O,; Ö uks 
Ahr 
wird nun 
= Or Sk — >: 0,7; O;;s 


und demnach 


x, ? k re . x ? k 
— & on O,ı [ | u. - Om Om ] . 
0, l » I l,m j 
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Setzt man also noch 


;k1 fir) 
(18. ze.|,]=ı | 
\ ) 7 Im N Im J’ 
so kann man die aus (11.) abgeleiteten Gleichungen, nachdem man die 
partiellen Ableitungen erster Ordnung als solche wieder eingeführt hat, in 
der Form schreiben: 





14, O°’u) Fun ek\ou, 47 un (Aul'ow, ou, 
ne ou; Our x \l»v)Jo u“ Da hJ ou; Ou, 


Dies sind die C'hrıstoffelschen Formeln. Sie bleiben bei einer Vertauschung 
der Differentiationen nach «, und «, ungeändert. 

Die Tatsache, daß die Gleichungen (9.) in die Form (14.), und um- 
gekehrt, übergeführt werden können, läßt am deutlichsten hervortreten, daß 
es nicht möglich ist, die Differentialquotienten zweiter Ordnung der Variablen 
zu eliminieren. Man kann also auch keine Relation zwischen den 
Größen «,, «, und ihren ersten Ableitungen herstellen, d. h. es gibt keine 
Biegungsinvarlante erster Ordnung. 


ll. 


Anders verhält es sich für die nächste Ordnung, bei der die Anzahl 
der abgeleiteten Gleichungen die der hinzutretenden Ableitungen um eine 
Einheit übertrifft. Denn aus I (1.) entstehen 3.3 Derivierte zweiter Ordnung, 
während 2.4 Differentialquotienten dritter Ordnung der Größen « vorhanden 
sind. Wenn also diese bei der Elimination nicht etwa gruppenweise weg- 
fallen, so entsteht eine neue Gleichung, die sich nach Entfernung der zweiten 
Ableitungen mittels der Gleichungen I (14.) als eine Relation zwischen den 
ersten und zweiten Differentialquotienten der Formenkoeffizienten «a, und «,, 
und den ersten Ableitungen der Variablen w darstellt. Diese Relation ist 
dann mit den bereits vorliegenden behufs Elimination der letztgenannten 
Größen zusammenzustellen. 

Die Operationen, die man zur wirklichen Ausführung der Elimination 
vorzunehmen hat, bleiben am übersichtlichsten, wenn man von den Glei- 
chungen I (9.) ausgeht, ohne mit diesen eine andere Umformung vorzunehmen 
als die vorhin zuerst angedeutete, die auf 
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Ö i - ! 22,;8 2 ' O’u) | ou), Au‘ re ‚' 
A ik u, (= o’u) U ‚u ) og Oli 1, OU OU, 


| _ (Aju er - n = N ur S,,' n - n 
ou, h,t OU; Our: OU} OU; OU; OU; i,u,v, OU, CU, OU, OU; 


führt. Differentiiert man nach «, und faßt das Bildungsgesetz des ent- 
stehenden Ausdruckes in bezug auf die Ableitungen dritter Ordnung ins 
Auge, so übersieht man auf den ersten Blick, daß man das vollständige 
Resultat der Elimination dieser Größen, auch für n>2, dadurch erhält, 
daß man 


nn 12 ‘ 2 # 2 
Od; O UIkm © U ;k O Am 


—— —_—— 


ow0Ou. Ou,0u Oudu. OwoOu 


bildet. Hierbei treten Glieder von verschiedener Gestalt auf, und zwar 
zuerst solche, die in den zweiten Differentialquotienten der Variablen « von 
der zweiten Dimension sind und sich in der Form 


0? 3 .n? n2,' n92,,' 
—_— Ci, N R Q 
pr ou; rg ou dun Ou;öu, OwOUn 


darstellen. Ersetzt man die Ableitungen durch ihre Werte aus den (Chrıstoffel- 
schen Formeln, so erhält man hieraus folgende Gruppen von Ausdrücken: 


I. ul fg [el iaa)E- ou, ou), 


4, 4,0, 7 lol | I ur OU; 


oo. (ik \ (Im [v2 (km) 
ah 25 loJlzJ) IJoll u 


(A.) 


nach Benutzung der Gleichungen I (1.); 


>>> ı (Au) Eiimolen v\' (ug e\) ou, ou, ou, Ouy 


I - 
ET lo Ir 147 E T ) ou; OU; OU OU,, 


ne Au] [vo] AvY [uo])\ Qu; Qu, Qu, Ou, 
= 4 dosı — - ; n - 
0,T,4,4,v,0 0 T 0 T OU; OU, OU, OU, 
bei Anwendung der Relationen I (13.) oder der mit ihnen gleichbedeutenden 


ö [.k | wi 
y 
= im Im) 7 =| l3? 


die in gleicher Weise für die transformierten Größen gelten. 

Eine dritte Gruppe enthält die Chr:stoffelschen Verbindungen sowohl 
aus den Koeffizienten «@, wie aus den transformierten Größen «,, zusammen- 
gesetzt. Dieses Aggregat hebt sich aber gegen eines, das aus den in den 
zweiten Ableitungen linearen Gliedern hervorgeht, welche sich in der Form 


Heft 4. 36 


(B.) 





Journal für Mathematik Bd. 131. 
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x["”] Qu, Ou, O’ui ou ow Ou 
2 fe“ ou un ww OU; du Oudu, 


__ Ouu ou, O’u u ou, O9w 


du dun Ouou Hu; Au, Ou,Ou, 





schreiben lassen. Aus diesen Gliedern erhält man außerdem noch ein 
Aggregat: 


Av] [u Au y ou; ou, ou, ou, 
>): a Au ] | yon #* ] [’] u Our 
0,1,4, 14,9, 0 0} ou; du du, Hu,” 
Endlich können die Glieder, in denen die zweiten Ableitungen der Größen »' 
von vornherein nicht vorkommen, in die Summe 


‘D.) O’aj, OP’ ayg O’aj, Ö’ay \Oui Qu, Ow 0% 


i,u, 2 Ou.öu 77 ou, Hu) Ous duj du, ou; du du, Ou,, 


zusammengezogen werden. Nachdem man noch (B.) gegen einen Teil von 
(C)) gehoben hat, läßt sich die durch Elimination der zweiten und dritten 
Ableitungen entstehende Gleichung in die Form 
s ou; Ouu Ou, Ou, 

f > u ) u v 0 

(1.) (imkl) = Hour) u a aa Fr 
setzen, wo 
wm : u 0’a, OÖ? Am O°’azx OÖ’ Am 
imkly (ge + Zu — Gutes Bader) 


+adaltnl-le) 


(2.) 





ist und (Aourv)' für die transformierten Größen die entsprechende Bedeutung 
hat. Man kommt also auf diesem natürlichen Wege der Elimination der 
höheren Ableitungen von selbst auf die /tremannschen Größen (imk?) und 
zu der aus den Gleichungen I (1.) folgenden Kovarianz 


(3) 23 (imkl) du,duduou„=., 2 „Aour) du, du, du,öou,. 


i,k, l,m il, u, 


Für die uns hier allein interessierende Annahme n=2 lassen sich bekannt- 
lich die Koeffizienten («mk!) der Aremannschen Kovariante auf eine einzige 
Größe zurückführen, für die man (1212) nehmen kann. Das System (1.) 
reduziert sich auf die eine Gleichung 


ou, du, du, du,\ 


ou, ou, ou, ou,/? 


(4.) (1212)= (1212) (© 
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und die Elimination der Ableitungen kann mit Hilfe der Gleichung I (2.) 
vollendet werden. An die Stelle der Aremannschen Kovarianz tritt dann die 
(außsche Invarianz 

(1212) _ (1212)' 


(B.) a a 
oder 
(5*.) K,=K,. 


Hiermit ist die einzige existierende Biegungsinvariante zweiter Ordnung 


(1212) 


Ad 


=K,; 


die in der Flächentheorie für A=ds’ die Bedeutung des Krümmungsmabes 
hat, ermittelt. Im folgenden sollen die Indices a, « bei A weggelassen 
und die Gleichung (5.) oder (5%) in der Form 


(6.) K=K' 
benutzt werden. 
Die zweiten Ableitungen der Formenkoeffizienten «,, sind in A in der 
Verbindung 


O’a,, O’a,, ME. von 


] 
ö r wir} u; a r ee 
ou, ou, 2:08 2’ 06 l 


IV 


enthalten. Man könnte die zu der Invarianz (6.) führende Elimination etwas 
einfacher anstellen, wenn man sein Augenmerk von Anfang an auf die Her- 
stellung dieser Verbindung richtete. Aber die eigentliche Natur des Eli- 
minationsresultats tritt deutlicher hervor, wenn der Wert der Zahl » nicht 
von vornherein fixiert wird. 

Ferner ist zu bemerken, daß die Rechnung auch dann etwas einfacher 
wird, wenn man bei der neuen Differentiation von den Gleichungen I (14.) 
anstatt von 1 (9.) ausgeht. Doch ist dann eine Erörterung darüber nötig, 
wie viele der hierbei entstehenden Relationen von einander unabhängig sind, 
und außerdem erscheint das Ergebnis der Elimination der zweiten und 
dritten Ableitungen nicht sofort in der übersichtlichen Gestalt (1.). 


Ill. 


Nachdem die Gaußsche Invarianz einmal bewiesen ist, läßt sich die 
Form leicht überblicken, in die man beim Fortgange zu den dritten Deri- 
vierten der Gleichungen I (1.) das Resultat der Elimination der Ableitungen 
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zweiter bis vierter Ordnung setzen kann. Die Anzahl der Derivierten dritter 
Ordnung ist gleich 3.4, die der neu hinzukommenden Ableitungen vierter 
Ordnung gleich 2.5. Es werden also zwei Resultanten existieren, aus denen 
noch die zweiten und die unter der Voraussetzung II (6.) ebenfalls eindeutig 
bestimmten dritten Ableitungen der Größen « zu entfernen sind. Bildet 
man nun in den dritten Derivierten der Transformationsgleichungen die 
Glieder, die die höchsten Ableitungen der Variablen enthalten, so bemerkt 
man sofort, daß man solche Differentialquotienten nur durch Herstellung der 
Verbindungen 


O’a,, 1 o’a, ya 
ae on: AA a... 

3 3 23 

an te 
Ou Ou 2 om 2 Ou! Ou, 


eliminieren kann. Die Form dieser Ausdrücke lehrt zugleich, daß die beiden 
so entstehenden Resultanten von einander unabhängig sind. Die Ausdrücke 


nn 


. j : cp . - : . 
selbst stimmen mit den Ableitungen — - und Er überein, die auch auftreten, 


5, n 


wenn man II (6.) nach «, und , differentiiert, also 


(1.) 


OK ok’ Ouj a 
ou; u ; ou; Ou; ITEN 
bildet. Da nun endlich diese Gleichungen auch aus I (1.) durch fortgesetzte 
Differentiationen hervorgegangen sind, Ableitungen zweiter und dritter Ord- 
nung aber nicht enthalten, so müssen sie, wie auch Üasoratı bemerkt, mit 
dem Resultat der Elimination aller Ableitungen der Größen «', bis auf die 
der ersten Ordnung, aus dem Gesamtsystem der bis jetzt betrachteten Deri- 
vierten äquivalent sein. Die vier ersten Differentialquotienten sind schließlich 
aus den fünf Gleichungen (1.) und I (1.) zu eliminieren. Und da die Glei- 
chungen (5.) des $I für 9=XA, g=K'’ in die obigen (1.) übergehen, so 
ergibt sich aus dem dort bemerkten, daß sich das Eliminationsresultat in 
die invariante Form 


ö oK OK ra: 
> u — eo; 
nd kn n . du ig * ' N ' 
i,k ou OW üÜ, ou, Ou, 
oder 
- P- y 
(2.) A.K=A,K 


setzen läßt. D.h. es existiert eıne Biegungsinvariante dritter Ordnung, der 
Ditferentialparameter erster Ordnung der Gaußschen Invariante. 
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Bis jetzt ist also folgendes festgestellt: Aus den drei T'ransformations- 
gleichungen I (1.) und ihren 6+9+ 12 Derivierten erster, zweiter und dritter 
Ordnung, zusammen 30 Gleichungen, die 4+6+8+10=28 Ableitungen 
der Größen w enthalten, ergeben sich durch deren Elimination, soweit eine 
solche möglich ist, so viele Resultanten wie theoretisch existieren können, 
nämlich zwei. Es sind die Gleichungen II (6.) und die eben aufgestellte (2.). 
Eine von ihnen, die erste, resultiert schon durch Elimination der Ableitungen 
erster bis dritter Ordnung aus den Transformationsgleichungen und ihren 
ersten und zweiten Derivierten, obgleich die Anzahl der Ableitungen und die 
der Gleichungen übereinstimmend gleich 18 ist. Daß trotzdem, wenn man 
einen Schritt weiter geht, nieht 12 —10=2 neue Resultanten hinzukommen 
können, sondern nur eine, wird noch deutlicher, wenn zuerst das System 
der 27 Derivierten für sich betrachtet und aus ihm die 24 Differential- 
quotienten zweiter, dritter und vierter Ordnung eliminiert werden. Von den 
drei Resultanten, die dann noch die ersten Differentialquotienten enthalten, 
ist eine mit II (4.) identisch, während die zwei anderen mit den obigen 
Gleichungen III (1.) übereinkommen. Daß dann II (4.) mit I (1.) allein, 
ohne Hinzuziehung von 1II (1.), eine Resultante liefert, liegt eben daran, 
daß in der erstgenannten Gleichung die Ableitungen nur in der Verbindung 


[ ! ! 
O(u\,%,) 


O(u,,u,) 
@, und a;,, enthaltende Gleichung, nämlich I (2.), hergestellt werden kann. 


vorkommen, für die auch aus I (1.) eine im übrigen nur die Größen 


Um nun zu den Biegungskovarianten zurückzukehren, müssen wir 
vor allem die beiden Gleichungen I (5.) mit denen zusammenstellen, die 
nach Elimination der höheren Differentialquotienten die ersten Ableitungen 
noch enthalten. Nach Erledigung der Gleichung II (4.), die auf die In- 
varianz Il (6.) geführt hat, waren dies die Gleichungen I (1.) und III (1.), 
die mit I (5.) zusammen 7 Relationen liefern. Zwei der drei Resultanten, 
die aus ihnen durch Entfernung der vier Ableitungen erster Ordnung hervor- 
gehen, sind bereits aufgestellt worden, nämlich I (8.) und III (2... Was 
noch fehlt, ergibt sich in der für den vorliegenden Zweck brauchbarsten 
Gestalt, wenn man beachtet, daß aus I (5.) und III (1.) die Formeln 

op eK 


op OK’ Ou, Ou,, 


y' 
— 


en ni en en } es en 
ou; Our 3,u0du, Qu, Ow Ou” 


also die Transformationsgleichungen für die quadratische Differentialform 
dypdKk, abgeleitet werden können, und wenn man dann die beiden absoluten 
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simultanen Invarianten des Formenpaares (A, dp dK) bildet. Eine von ihnen, 


P3 (x ni. — = H, (A, dp dK), 


i,k ou; ou; 


stimmt mit dem Beltramischen Zwischenparameter 4/,(y, K) überein, die 
andere steht in unmittelbarem Zusammenhange mit der Funktionaldeter- 
minante der beiden Funktionen g und X, deren Kovarianz natürlich auch 
aus 1 (5.) und III (1.) selbst ohne weiteres abgelesen werden kann. Man 
erhält also auf diesem Wege die beiden Kovarianzen 


(3.) 4,9, K)=4,(9, KR), 
(4.) D,(y, K)=4,(9, K'), 


die aber mit 1(8.) und III (2.) zusammen wegen der Relation 
(D., D, (p, K)' =1 p I, K—4, (p; K)' 


nur drei unabhängige Gleichungen liefern. 

Der Zwischenparameter der willkürlichen Funktion g und der spe- 
ziellen Funktion A gewinnt hier eine besondere Bedeutung. Er erscheint 
als Biegungskovariante erster Ordnung von g, deren Koeffizienten freilich 
Ableitungen der Formenkoeffizienten «,, bis zur dritten Ordnung hin enthalten. 

Da nun die Ableitungen von y in S,(y, AK) und D,(y, K) linear vor- 
kommen, in 4,9 dagegen in der zweiten Dimension, so ist es zweckmäßiger, 
die Gleichungen (3.) und (4.) zusammen beizubehalten und dafür die zuerst 
gefundene Kovarianz 1 (8.) wegzulassen, anstatt zu dieser eine der beiden 
neuen Gleichungen hinzuzunehmen. 

Von der Form der Biegungskovarianten erster Ordnung abgesehen, 
ist das Hauptergebnis dieser Untersuchung, daß ebensoviele unabhängige 
Kovarianten wie Ableitungen der Funktion y existieren. Es steht zu er- 
warten, daß diese Übereinstimmung in der Anzahl. für jede beliebige Ordnung 
gelten wird. Für m=2 sind 


D, (N! p, K) und 4, (I% p, K) 


Biegungskovarianten. Zu ihnen tritt der Beltramische Differentialparameter 
zweiter Ordnung. Von dem hier eingenommenen Standpunkt aus erscheint 
er als simultane Invariante der Form A und ihrer Christoffelschen Kovariante 


Sg,dudu,=®,, 
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deren Koeffizienten durch die Ausdrücke 


eu; Cu; is] ou, 


(6.) Tr, 


definiert sind und deren Kovarianteneigenschaft, wie bekannt, unmittelbar 
aus den Formeln I (14.) folgt. Es ist 


(T.) NY= > 2,9, = B,(A,®,). 


Um von diesen drei in den Differentialquotienten 


Op O’p o’p 
our! du Ou,' 0 


linearen Biegungskovarianten zweiter Ordnung aus weiter vorschreiten zu 
können, hat man nur zu beweisen, daß sie hinsichtlich der drei Ableitungen, 
oder wegen deren eindeutiger Beziehung zu den Koeffizienten der Chrıstoffel- 
schen Kovariante 


fıs Pırzy Fa; 


hinsichtlich dieser Größen von einander unabhängig sind. Nun erhält man, 
wenn man 


1 ( og u 
d rn — (I a 4 = ( 2) 
1 7, 12 fı 


ra OU 
l o Ot 
(a, ey E u; 
ya ov OU 


setzt und diese Bezeichnung auch für „= Ä benutzt, 


K 


3 > AK © 
D, (49, = 1, mn tn Int 


ot ou 


oK DK SA ij, 


ou 


nn. , . - .. 
4,(4,9,K)= > 9pRypı-(MR+pK)po+ Yyı Ya]. 
2 1 
I,9= 5 (Ay Pı — 2ap Part lu Pr) 


Die Determinante dieser drei Ausdrücke in bezug auf y,,, 12, 9, hat den Wert 


4hnp. NR 


a” 





ist also von Null verschieden. 
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IV. 


Angenommen nun, es gebe für die (m — 1)-te Ordnung m von einander 
unabhängige Biegungskovarianten der Funktion Y, die in bezug auf die 
m Ableitungen 


Am—1 Am—1 
0 OP _ (m, O BEN: „u; 


Am—1 
p m—?2,1) o" p 
FETT I RE - 1 


( 
f yteo on 2 


h DV, m—1) 
Our 


F 


linear sind. Sie mögen mit F},... F, bezeichnet werden, und es sei 


m 


bu ger1,0) + ua gm 1) + au + E; y m—1) 


der Teil von F,, der die höchsten Ableitungen enthält. Die Unabhängigkeit 
der Funktionen / findet darin ihren Ausdruck, daß die Funktionaldeterminante 
von F,...F, in bezug auf die Ableitungen (m — 1)-ter Ordnung, also die 
Determinante 


/ == ka, #ul,... 0) 


nicht Null ist. Ersetzt man in D,(y, A) und 4,(y, X) die Funktion y durch 
solche Biegungskovarianten, so bekommt man neue Kovarianten, und zwar 
von der m-ten Ordnung. Wir substituieren sämtliche Größen F, der Reihe 
nach etwa in D,(p, A) und nehmen für eine von ihnen, F,, den Ausdruck 
4,($, K) hinzu. Wird 


| , Ogy Op 
D,(, K)=« po +Pp: 


"ov? 
> ‚O4 Op 
I4,(9,K)=« +ß ER 


gesetzt, so ergibt sich nach einer Rechnung, die nicht im einzelnen beschrieben 
zu werden braucht, für die Funktionaldeterminante von 


4,(F,,K), D.(F,,K),... D,(F,, K) 


m) 


in bezug auf die Ableitungen 


(m ,V) (m—1,1) 
’ ’ 


Y y WE 
der Wert 


7? ' y ! ar ' 

a I; 6 I; +P la; ... um + [? Fu P Um 
) .) 

e bir 0 b12 + j? ER ... Bi + P ARREN [? I | 


L) 


] > 
4 Bi « ba + / ) E ... + fi » m,m—1) P MR 
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oder ausgerechnet 


— (ef —-Pe\) Tl, pl," ta + la + NY" L.e 


Von den drei Faktoren ist der erste, «’— Pe, gleich - A4'K, also nicht 
Null. Der zweite, /. ist der Annahme nach von Null verschieden. Der 
dritte kann sicher nicht für jeden Wert von % aus der Reihe 1,... ver- 
schwinden, weil sonst die Determinante der m in den m Potenzen und 
Potenzprodukten 9", — "a, "eo, ... homogenen linearen Funktionen 
sleich Null sein müßte. Diese Determinante hat aber den Wert /. 

Da es nun für m=2 drei unabhängige Biegungskovarianten von der 
vorausgesetzten Beschaffenheit gibt, so ist hiermit bewiesen, dab auch für 
eine beliebige Ordnung ın die Anzahl der Biegungskovarianten die Zahl 
um eine Einheit übertriftt. 

Nun handelt es sich endlich noch um die Anzahl der Biegungs- 
invarlanten für eine beliebige Ordnung. 

Setzt man in D,(y. X) und 4,(p, N) 


= IR 


ein und nimmt 7, A hinzu, so bekommt man drei Biegungsinvarianten vierter 
Ordnung, die von einander unabhängig sein müssen. Zwar genügt hierfür 
nicht ohne weiteres die vorhin bewiesene Unabhängigkeit der drei Grüßen 
in bezug auf die zweiten Ableitungen von A, weil A nicht, wie y, eine 
willkürliche Funktion ist. Aber die vierten Ableitungen der Formen- 


{ op { 


koetfizienten kommen nur in den Verbindungen vor, und 


55 5 55? Dad 
diese können aus den drei angenommenen Biegungsinvarianten nicht eli- 
miniert werden. Ebensowenig ist die Elimination der höchsten Ableitungen 
möglich, wenn man nach dem oben für g auseinandergesetzten Verfahren 
aus den 3 Invarianten 4. Ordnung 4 neue von der 5. Ordnung und sukzessive 
m von der (m+ 1)-ten Ordnung herleitet. Nur bleibt eben deshalb, weil 
die Verbindung p, auf die sich diese Schlüsse stützen, bloß bestimmte Ab- 
leitungen 2. Ordnung enthält, die Frage offen, ob es nicht noch andere, von 
den auf diesem Wege gefundenen unabhängige Invarianten gibt. Daß dies 
nicht sein kann, lehrt die Zusammenstellung der bisher ermittelten Gesamt- 
anzahl der Biegungs-Invarianten und Kovarianten mit der theoretisch zu 
erwartenden Anzahl aller Resultanten; nach Erledigung der Spezialfälle in 


Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 4. 7 
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den vorhergehenden Abschnitten ist diese Vergleichung geeignet, eine Einsicht 
zu vermitteln. 

Die Anzahl der aus den Transformationsgleichungen I (1.) hervor- 
gehenden Derivierten bis zur (m — 1)-ten Ordnung ist 


3(1+2+-.-.+m)= ne cs 


_ 


Die Gleichung p (1, %)=Y (ı, us) läßt mittels der Differentiationen bis zur 
m-ten Ordnung 

Gleichungen entstehen. Aus der Gesamtheit dieser m(2m+3) Relationen 
müssen alle Invarianzen bis zur (m— 1)-ten Ordnung und alle Kovarianzen 
bis zur m-ten Ordnung durch Elimination der Ableitungen der Größen 
bis zur m-ten Ordnung folgen, deren Anzahl ist 


2(24 3-+++(m+ 1))=m(m +3). 


Die Differenz der beiden Zahlen ist gleich m’; sie gibt auch, wie aus unseren 
Ergebnissen leicht zu folgern, die Anzahl der Resultanten wirklich an. 
Andererseits sind 


2+3+..+(m+1)=- nee 3) 


Biegungskovarianten 1. bis m-ter Ordnung und 
m(m—3 
Hr 
Biegungsinvarianten 2. bis (m — 1)-ter Ordnung gefunden worden. Da die 
(sesamtanzahl >” mit der der Resultanten übereinstimmt, so ist die ermittelte 
Anzahl unabhängiger Biegungsinvarianten vollständig. 

Das Endergebnis ist hiernach, daß eıne Biegungsinvariante 2. Ordnung, 
eine 3. Ordnung und für m>3 m-—1 unabhängige Biegungsinvarianten 
m-ter Ordnung existieren, während die Anzahl unabhängiger Biegungs- 
kovarianten für jede Ordnung m gleich m-+1 ist. 


Berlin, Juli 1905. 








Über die arithmetische Reihe. 


Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 


Im folgenden soll ein einfacher, wenn auch nicht elementarer Beweis 
der Tatsache gegeben werden, daß die Reihe n?—1 unendlich viele Prim- 
zahlen enthält. (Die Zahl r ist eine beliebige positive zusammengesetzte 
Zahl.) Der Beweis stützt sich auf die von Lejeune Dir:chlet in seiner Habili- 
tationsschrift gegebenen Sätze. 


1. Eine positive Primzahl p ist ein Primteiler der Form 


(1.) P)=a,!"+c:""+.-+c,, 
wenn die Kongruenz 
P(z)=0 (mod. p) 


eine rationale ganze Wurzel besitzt. Nun werden wir den folgenden Hilfs- 


satz beweisen. Aaben die Primterler der Form (1.) — mit einer endlichen 
Anzahl von Ausnahmen — die Gestalt at+1 und besitzt die Gleichung 
(I.) $(:)—=0 


eine reelle Wurzel, deren Multiplizität ungerade ıst, dann sınd unter den Prim- 


teılern unendlich viele vorhanden, welche =—1 (mod. a) ausfallen. 
2. Wenn die Gleichung (I.) die angegebene Eigenschaft hat, so kann 
eine rationale Zahl 


.. F 
S u . R I 0 


(r, K& ganz) 
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gefunden werden, für welche 
r > 
R"B(,)<0 


ist, eine l’atsache, welche noch in der folgenden Weise ausgedrückt werden 
kann. Die Form | 


(2.) P)=a:" te Rettt:.tc,R" 
besitzt die Eigenschaft: 
(2%) Fr). 


Die Untersuchung der Primteiler wird sehr einfach, wenn wir noch die Form 


Pi—Plr)z+r) 
f& "e. ic „m I „m—1 
(3.) H(z)= 05 = H,:"+H, 2""+..+H, 
einführen, deren Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind und den Bedin- 
gungen 
8") H,>0, H,=-1 
genügen. 


3. Die Primteiler der Form 7 sind auch Primteiler der Form 7. 
Wie aber aus der Identität 


(J.) c(zR)”" + C, R (2 m: + au + C„ PR — R" (c, 2" + 6, zm—l + a + 6, 


hervorgeht, sind die gegen / relativ primen Primteiler der Formen # und # 
identisch; infolgedessen haben die Primteiler der Form // — mit einer end- 


lichen Anzahl von Ausnahmen — die Gestalt «+1. Es sei Q@ das Produkt 
der Ausnahmezahlen. Dann besteht für eine genügend große Zahl > die 
Relation 

4.) O<ManT)=—1 (mod. «aQT), 


in welcher 7 eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist. Aus (4.) 
tritt der Hilfssatz in Evidenz. 


ll. 
1. Es sei 


F„(z)=0 


die Gleichung der »-ten primitiven Einheitswurzeln, dann ist 


Cat 3 a TEC? 


“—y 
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eine ganze, ganzzahlige Form ihrer Argumente. Es bedeutet p(n) das 
bekannte Zulersche Zeichen. Nun hat Äronecker”) den folgenden Satz 
bewiesen, dessen spezielle Fälle schon von Drrichlet in der genannten Schritt 
entwickelt sind. 

Ist q ein Primteiler der Form 


(1.) (7, (2, $) r 


welcher gegen n und s relativ prim ıst, so hat man 


= E ) (mod. n), 


wo (2) das Legendresche Zeichen bedeutet. Der AKroneckersche Beweis ist 
elementar, er ist sogar im Bereiche der rationalen Zahlen und Formen 
geführt.””) 

2. Nun kann unser Beweis sehr leicht geführt werden. Die Wurzeln 
der Gleichung 


(2) 6,0, = 0 
sind die Zahlen 

I* g0+1 

(2 4 Vs au ’ 


D 


wo o eine primitive »-te Einheitswurzel bedeutet. Wird also s negativ 
gewählt, so hat (2.) reelle einfache Wurzeln und so besitzt die Form 


N Y ö . 

(1.) (7, (A .Y 
nach dem vorhergehenden unendlich viele Primteiler von der Gestalt n/’—1. 
3. Der Beweis kann noch anders geführt werden. Wählen wirs=—1, 


dann muß nur gezeigt werden, daß (1.) unendlich viele Primteiler von der 
Form 4 —1 besitzt. Nun haben aber die ungeraden Primteiler irgendwelcher 
Form die Gestalt 42+1; da außerdem die Gleichungswurzeln einfach und 
reell sind, folgt die zu beweisende Tatsache. 


*) Über die arithmetischen Sätze usw. Berliner Sitzungsberichte 1F88, S. 417 
—423. Die fraglichen Formen wurden vielfach untersucht. 

**) In der genannten Arbeit ist nicht explizit angeführt, dal) q relativ prim 
veren s ist. Die Zahl s ist kein (Juadrat. 












Uber eine Differentialgleichung der Störungstheorie. 
Von Herrn P. Bohl in Riga. 


1. Die Differentialgleichung 


d’x 


(1.) 7a =(- n"+beost)x (n,b sind Konstanten) 


sowie die allgemeinere 


(2.) — —p(D-x (g(f) ist eine periodische Funktion) 

spielen in der theoretischen Astronomie eine wichtige Rolle. Es gibt des- 
halb eine große Zahl von Arbeiten, welche sich mit diesen Gleichungen 
beschäftigen. Der Untersuchung kommt dabei der Umstand zu statten, daß 
die allgemeine Form des Integrals der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen mit periodischen Koeffizienten entnommen werden kann. 

In seiner Abhandlung”) „Beitrag zur Integration der Differential- 
gleichungen der Störungstheorie“ behandelt Lindstedt die Gleichung 


/2 dx ? Ä » 
(8) +2 Pe, 
wobei 7, und #, Aggregate aus rein periodischen Gliedern von der Form 


P—=P,e08(A,t+b,)+PrCcos(h,t+b,)..., 
P,— a, 608 (k,t+ a) + 08 (kyt+ a)... 


bedeuten. „Wegen der großen Wichtigkeit“ der Differentialgleichung (3.) 
führt er das Integral derselben „bis auf Glieder vierter Ordnung in bezug 


*) Petersburg 1885, S. 17. 
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auf die Koeffizienten in #, und #7,“ an. Die Methode Lindstedts ist eine 
bloß formale; dieser Umstand nimmt derselben jedoch bekanntlich keines- 
wegs allen Wert. Eine Verallgemeinerung der Gleichung (3.) wird im 
zweiten Bande des Porncareschen Werkes „Les methodes nouvelles de la 
m&canique celeste“”) betrachtet. Es findet sich daselbst auf S. 283 die 
Gleichung 


d*, 
(4.) tt Fo=e7® 


„ou fd) et pt) sont des fonctions de ? developpables en series trigono- 
metriques.“*) Vorher hat Porncare eine Gleichung behandelt, die in der 
Hauptsache mit der reduzierten Gleichung (3.) übereinstimmt.) Es ist 
dies die Gleichung 


x a 
er +2 p() 0, 


ghh=1l+uy(d), v(d= 55 A; sin (o;t+ P,) 
i—1 


en 
wi 
/ 


d 


[A,,e,, 9; sind Konstanten; die «, sind unter 





einander nicht kommensurabel|. 


Indem Porncare sich auf den vorher von ihm behandelten Fall eines 
periodischen y (t) bezieht, bemerkt er folgendes bezüglich der Gleichung (5.): 
„Dans ce cas, les proc@des precedents sont encore applicables, mais les 
series auxquelles on parvient ainsi, et qu’on peut ordonner suivant les 
puissances de «, ne sont plus convergentes, de sorte que ces procedes n’ont 
plus d’autre valeur que celle que peut posseder, d’apres le Chapitre VIII, 
toute methode de calcul formel.“ 

Aus dem Gesagten erhellt, daß die Frage nach der allgemeinen 
Form?r) des Integrals der Gleichung (4.) ein nicht geringes Interesse bean- 
spruchen darf. Eine besondere Beachtung verdient dabei der Fall, in 


*) Paris 1893, S. 283. 
**) Diese trigonometrischen Reihen können die Vielfachen mehrerer t proportio- 
nalen Argumente enthalten. 
r 4.8, 0. 8. 277. 
T) Dieser Ausdruck wird hier in ähnlichem Sinne gebraucht wie in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. 
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welchem jede Lösung der Gleichung (4.) zwischen endlichen Grenzen liegt. 
Unter dieser Voraussetzung unternehme ich es, in meiner Abhandlung die gestellte 
Frage zu beantworten. Was die außerdem noch möglichen Fälle betrifft, so 
sind die bei ihrer Untersuchung von mir gefundenen Resultate nicht voll- 
ständig, und ich verzichte vorläufig auf ihre Besprechung. 

2. Ich gehe nun zur Mitteilung der im folgenden entwickelten wesent- 
lichsten Ergebnisse über, ohne damit den Inhalt meiner Abhandlung zu er- 
schöpfen. 

Vor allen Dingen wird es nötig sein, die Voraussetzungen bezüglich 
der Funktionen /(f) und (ft) genauer zu präzisieren. Wir sagen, eine 
Funktion w(?) sei in eine für alle ? gleichmäßig konvergente trigonometrische 
Reihe entwiekelbar, wenn w(?) durch eine für alle ? gleichmäßig konver- 
vente Reihe v, +7, +24, dargestellt werden kann, wobei die v-Glieder 
vanze rationale Funktionen von 


2 rt . 2nt 
GOS - , s1l uz2]1,2,.,M) 
Au Ü 


(O5 %3y... @, bedeuten m von Null verschiedene Konstanten) 


sind. Der Kürze wegen sagen wir in diesem Falle auch, w(f) sei eine im 
weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden «,, %.... @,. /() und 
r(f) seien im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden 
Cayo. @„, Wir setzen ferner, wie schon angedeutet, voraus, dab jede 
Lösung der Gleichung (4.) zwischen endlichen Grenzen liegt. 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (4.) kann man dann in der Form 


.t .t 
cos / Rdt sin / Rdt 
0 \ 


, ic, 0 


T 
VR ee r 


/ 
— 
ZZ 
. 
ne 
u) 


darstellen.*) Hierbei bedeuten «,,c, willkürliche Konstanten; 7’ und / sind 
im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden e,, 0, ... « 


m ” 


Diese Funktionen besitzen Ableitungen erster und zweiter Ordnung, die eben- 


> 


falls im weiteren Sinne periodisch sind mit den genannten Perioden. Zt ist 


*) In dieser Abhandlung kommen nur reelle Größen vor. Alle Quadratwurzeln 
sind „nicht negativ“ zu nehmen. 
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für alle ? gleich oder größer als eine positive Konstante. Die angeschriebene 


allgemeine Lösung kann kürzer in der Form 


cos / Rdt 
(7.) <= T+( 

) VR 
dargestellt werden, wobei (' und c willkürliche Konstanten bedeuten. Sind 
umgekehrt /? und 7 Funktionen, welche den genannten Bedingungen ge 
nügen, so stellt (6.) das allgemeine Integral einer Differentialgleichung dar, 
welche den Typus der Gleichung (4.) besitzt. 

Die Differentialgleichung (4.) besitzt außer der Lösung © 7 dann 
und nur dann noch eine im weiteren Sinne periodische Lösung mit irgend- 


welehen Perioden, wenn / Rdt in der Form 


ı) 


(8.) / Rdt=y-t+ 1. w.S. periodische Funktion mit den Perioden «,,... «, 


0) 


darstellbar ist. (7 bedeutet hierbei eine Konstante.) Ist eine solche Dar- 
stellung möglich, so sind «//e Lösungen von (4.) im weiteren Sinne periodisch. 
In diesem Falle nimmt die allgemeine Lösung demnach eine Form an, welche 
man auf Grund der T'heorie der Differentialgleichungen mit periodischen (im 
engeren Sinn) Koeffizienten und der formalen Entwieklungen Lindstedts er- 
warten konnte. Eine Darstellung von f Raı in der Form (8.) ist jedoch 


0) 


keineswegs immer möglich. Die bezüglich der Gleichung (4.) eingeführten 
Voraussetzungen berechtigen somit keineswegs zu dem Schluß, daß alle 
Lösungen im weiteren Sinne periodisch sind. 

Ich möchte schließlich noch darauf hinweisen, daß meine Abhandlung 
die strenge Untersuchung einer in der Mechanik des Himmels vorkommenden 
Differentialgleichung bringt, daß ich jedoch nicht den Anspruch erhebe, 
einen direkt in der Störungsrechnung praktisch verwendbaren Beitrag zu 
liefern. Es handelt sich hier überhaupt nur um eine „qualitative“ Unter- 
suchung. Den Hauptzweck derselben sehe ich in dem Nachweis, daß 
sewisse von mir in meiner gleich zu erwähnenden Magisterdissertation 
sefundene Sätze eine erfolgreiche Anwendung auf Probleme von Interesse 
gestatten. 
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I. Bericht über früher gefundene Resultate. 


3. Es mögen m von Null verschiedene Größen «,,@,,... @,, Sowie 
die für eine Wertmenge 7 der Variabeln 2 definierte Funktion /(Ü) vorliegen. 
Wie ich in meiner Magisterdissertation”) gezeigt habe, ist /({) dann und nur 
dann in eine für alle 2 des Gebietes 7’ gleichmäßig konvergente Reihe 


tt tee +, + (Hy Hoya... bedeuten ganze rationale Funktionen von 
») t .) 


. nd ZT “ . [2 
sin, cos - ft: u=1,2,...m) entwickelbar, wenn folgende Bedingung er- 
Ü u Ü u \ ’ o oO ben) 


füllt ist: Jeder Zahl e>0 kann eine zweite 7>0 so zugeordnet werden. 


dab |/(t)— f(t)|<e wird, wenn Z, und {, dem Gebiet 7’ angehören und 
,—!t 
"(ne —=1,2,...m) sich von ganzen Zahlen um weniger als „; unter- 


Ü |. 
scheiden. Die Aussage, /(f) könne in eine Reihe der eben genannten Art 
entwickelt werden, ist offenbar äquivalent der folgenden: Ist »>0 beliebig 
gegeben, so kann /(?) mit einem Fehler, der kleiner als p ist, für alle zu- 
gelassenen ?/ durch eine trigonometrische Reihe dargestellt werden, die aus 
einer endlichen Zahl von Gliedern der Form 


cos 2 nt cos 2rrt 
Ad ° . Hy ... f} N, 
sin a, sin Am 


besteht. Hierbei ist « eine Konstante und n,, 7, ... n,, bedeuten ganze Zahlen. 

Sind die eben besprochenen Bedingungen erfüllt, so wollen wir von 
der Funktion /(f) sagen, sie sei im Grebiete 7’ periodisch im weiteren Sinne 
mit den Perioden «&,, %, ... @„. DBestehen keine Relationen der Form 


ft /t, . Mn i . r . . . \ 
+44 "=(V(N,,0No,... 0, sind ganze Zahlen, die nicht alle verschwinden ). 
& [64 Om 


so sollen @,,@%,... @,„ unabhängig heißen, im andern Fall von einander ab- 


hängie.”) Sind die «,,@,...e, von einander abhängig, so kann man eine 
geringere Zahl von einander unabhängiger Perioden für die Funktion /(f) 
angeben (s. S. 3 meiner erwähnten Arbeit). 

Wir setzen nunmehr vorübergehend «,, 0%, ...«, als unabhängig vor- 


m 


aus und nehmen ferner an, daß das Gebiet 7 alle reellen ?/ umfaßt. Jedes 
einzelne , wollen wir als Summe einer endlichen Zahl von Gliedern der Form 


*) P. Bohl, Über die Darstellung von Funktionen einer Variabeln durch trigono- 
metrische Reihen mit mehreren einer Variabeln proportionalen Argumenten. Dorpat 1895. 
“*) Bezüglich der Bezeichnungsweise vergleiche man die später folgenden Angaben 
über eine Abhandlung von Herrn Eselangon. 
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-) 

Zeit 

— / » N f — \ 
&77)... C08 (N, €.) 


Om 


Irtt 
«1 C08 (n, 
14 


darstellen. Hierbei bedeutet « eine Konstante, die ”,.72,,...7,, sind nicht 


dA 


ist gleich O0 oder gleich „ und die Kombination 


_ 


negative ganze Zahlen; & 


nn, >= 0, € 


4 


„=, Ist ausgeschlossen. Die Koeffizienten eines und desselben 
_ . 
Kosinus-Produktes seien in ?,, %y, %; ... TESP. A, da, da... ann ist, wie ich 


in meiner Arbeit (siehe Nr. 6 derselben) nachgewiesen habe, die Reihe 
4 +4+4,+:+-+ konvergent, und zwar ist die Summe dieser Reihe gleich 


4 
# >W Ge, Un 


a I > rt \ 2rt 4, 
2" Lim|? / fC) cos (m — 2)... 008 (0, — e,)dt]. 
0 


Hierbei bedeutet » die Anzahl derjenigen r,.7%,...72,, welche gleich Null 
sind. Für den besonderen Fall, in welchem , =, =+-=r,=( und dem- 
nach ,—=&,=+"—:,=(0 ist, erhalten wir 


. l TR 
Lim re / f(Ü dt]. 


Diese Größe soll „der konstante Teil von /(2)*“ heiben. 

Wir schließen an das Gesagte folgende Bemerkung. Es kann vor- 
kommen, daß man bei einer (etwa für alle reellen ? definierten) Funktion 
/(t) das Erfülltsein der oben erwähnten Bedingung nicht konstatieren kann, 
—t 


wohl aber die folgende Eigenschaft: Es gilt |f(&) — f(t)| <e, sobald ' 


G 


u=1,2,...m) sich von ganzen Zahlen um weniger als » unterscheiden, 
wobei e und »; bestimmte positive Zahlen sind. Man kann dann mit einer 
gewissen Annäherung /(f) durch eine trigonometrische Reihe mit endlicher 
Gliederzahl darstellen. Die Annäherung wird — oberflächlich ausgedrückt 
sehr bedeutend, wenn e sehr klein ist. Ich behalte mir vor, hierauf später 
zurückzukommen und die Möglichkeit von Anwendungen darzutun. Über- 
haupt könnte das Vorhergehende zu mannigfachen Modifikationen und Neu- 
gestaltungen der Voraussetzungen anregen. Das größte Gewicht müßte 
hierbei auf den Nachweis der Anwendbarkeit der neueingeführten Funktions- 
klassen gelegt werden. 

Seit dem Erscheinen meiner Magisterdissertation ist auch von anderer 
Seite die Aufmerksamkeit auf die im vorigen berührten und verwandte 
Gegenstände gelenkt worden. Ohne anfangs meine eben besprochene Arbeit 


IN 
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zu kennen, hat Herr Zselangon zunächst dieselbe Klasse von Funktionen 
untersucht und dann diesem Gegenstand in verallgemeinerter Form kürzlich 
eine umfangreiche Arbeit gewidmet.”) Ein bedeutender Teil der Abhandlung 
von Herrn Zsclangon beschäftigt sich mit der Frage nach den Perioden- 
systemen, welehe bezüglich der gegebenen Funktion dieselbe Rolle spielen 
können, wie @, &, ...@,. Diese Frage ist in meiner Arbeit nicht unter- 
sucht worden. Auch sonst enthält die inhaltreiche Abhandlung von Herrn 
lisclangon viel Interessantes, worauf wir hier nicht eingehen können. Die 
im vorhergehenden vorkommenden Bezeichnungen „Perioden“, „unabhängige, 
abhängige Perioden“ habe ich der Arbeit von Herrn Zsclangon entlehnt. Der 
oben eingeführten Bezeichnung „periodische Funktion im weiteren Sinne“ 
entspricht bei Herrn Zsclangon die Bezeichnung „gleichmäßig stetige quasi- 
periodische Funktion“. 

4, Ich will nun noch einige Sätze mitteilen, welche meiner Doktor- 
dissertation””) entnommen sind. 

‘s mögen die Differentialgleichungen 


dx; 2 
(9.) I U tı +0, ++ +a,2,+$£ G=1,2,...0) 


vorliegen. Hierbei bedeuten die 5, Funktionen von f und x, 2, ...2,, welche 


für alle ? und die x des Gebietes 2, <y (=1,2,...n) definiert sind. Für 
2 4 ” 

die genannten ?, ©-Werte mögen  - existieren und, gleichwie die Funk- 
Od 


tionen $;, stetige Funktionen von f, x sein. Die «@ sind Konstanten, welche 
der Bedingung genügen, daß die Gleichung 


4,0 (19 ... dl 


In 


Ay Aa — 0. da 


2 ® 2n 
-o— 


dl dl „> ... dad n Per [6] 


nl n« n 


keine Wurzeln mit verschwindendem reellen Teil hat. Endlich mögen für 
die zugelassenen /, «-Werte die Ungleichungen 


*) E. Esclangon, Sur une extension de la notion de periodieite Ü. R. t. OXNAXV. 
Sur les fonetions quasi-periodiques €. R. t. CAXAVII. Les fonctions quasi-periodiques, 
Annales de l’observatoire de Bordeaux 1904. 

**) P, Bohl, Über gewisse Differentialgleichungen allgemeinen Charakters, welche 
in der Mechanik Anwendung finden. Dorpat (Jurjew) 1900 (russisch). 
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und für ==." —2,—0(0 und alle ? die Ungleichungen 


gelten, wobei / und E gewisse positive Konstanten sind, deren Wert angebbar 
ist, sobald das Tableau der «a-Koeffizienten vorliegt. 

Unter den genannten Voraussetzungen besteht folgender Satz: Es 
gibt eine und nur eine Lösung l. der Differentialgleichungen (9.); für I Ich: 
hei allen t , er (v u zw n) gilt. Jede Lösung, fur welche die letzteren 
Bedingungen bei genügend großen t-Werten erfüllt sind, strebt für t—&x 
asymptotisch zur Lösung 2. h. die Unterschrede entsprechender x streben 
für t—> oo nach O. Entsprechendes gilt fur to — x .”) 

Wir wollen nun die weitere Voraussetzung einführen, daß / in den 
&; „in trigonometrischer Form“ vorkommt. Wir verstehen darunter fol- 
gendes: Die 5, gehen für die zugelassenen /,%,,%,...”, aus Funktionen 

t 


1 al ae / " 
0; (Lyon a5 Ury er. U) durch die Substitution «= ,...%,=__ hervor. Hier- 
i a Om 


bei sind die oe für die zugelassenen x und alle « stetige und in den « mit 
den Perioden 1 periodische Funktionen. «,, «%,... @, sind von Null ver- 
schiedene Konstanten, von denen in meiner Arbeit angenommen ist, dab 


N, Mn 


’ . ' . n er : 
zwischen ihnen keine Relationen u -0 (die n sind ganze 


104 
1 2 m 
Zahlen, die nicht alle verschwinden) bestehen. 
Unter den in der genannten Weise vervollständigten Voraussetzungen sınd 


die Elemente la see der Lösung ). ım weiteren Sinne periodische Funktionen 


nl 


mit den Perioden ,,03,...@„. Ist außerdem bekannt, daß die Funktionen o 


stetige Ableitungen nach den x und u bis zu einer genügend hohen Ordnung 


besitzen. so kann man jedes Element x. der Lösung A in der Form der unend- 
J ı € 


lichen Reihe 
4 008 Drtn\ cos It cos I AN 
U; — A . v, . V, .s ® Pa J 
sin a, 7 sin a, sin &, 


darstellen. Hierbei sind die v ganze nicht negative Zahlen und die Reih: 
konvergiert absolut und gleichmäßig für alle t. 


*) Die Mannigfaltigkeit dieser zu A asymptotischen Lösungen wird in meiner 
Arbeit ebenfalls untersucht. 
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Von den angeführten Sätzen habe ich in der besprochenen Arbeit 
einige Anwendungen gemacht. Sie betreffen einige Probleme der Mechanik, 
bei welchen Zerstreuung der Energie vorkommt, ferner die Bewegung eines 
mechanischen Systems um eine Gleichgewichtslage, endlich die Theorie des 
Saturnringes. Außerdem findet sich im letzten Paragraphen eine Anwendung 
auf die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Dieselbe wird daselbst in 
der Form 


d’z \ 
jerle+tr@lz=u( 


vorausgesetzt. Hierbei gehen Y(!) und w(?f) aus Funktionen P(u,,... %,), 


Ir 


De ei { t | 
Pi...) mit Hilfe der Substitution US Un hervor. PD und 


sind für alle © gegeben, immer stetig und bezüglich aller « mit den 
Perioden 1 periodisch. Hinsichtlich «,,«@,...«@„ machen wir dieselbe Vor- 
aussetzung wie im vorhergehenden Satz. « bedeutet eine positive Kon- 
stante. |g(N]| ist für alle ? kleiner als eine gewisse Zahl, die angegeben 
werden kann, wenn « gegeben ist. 

Die allgemeine Lösung der genannten Differentialgleichnng ıst 

ra ("ra 

wi ah 16° . 

IL-+ 6 | T G2 vr 
Hierbei sind ce, und c, die Integrationskonstanten, T und T im weiteren Sinne 
periodische Funktionen mit den Perioden &,,@y...@„. Besitzen b und P 
stetige Ableitungen nach den u bis zu ewmer genügend hohen Ordnung, so kann 
man TI und T in Rerhen entwickeln, die den gewöhnlichen Fourverschen Reihen 
nat mehreren Veranderlichen entsprechen. 

Die Bedingung «>00 nimmt diesem Resultat viel von seiner Be- 
deutung. Infolge dieser Voraussetzung umfaßt die besprochene Gleichung 
beispielsweise nzcht die Gleichung (3.). Ich bemerke schließlich, daß im 
folgenden von den Resultaten meiner Doktordissertation kein Gebrauch 
gemacht wird. 


II. Hlilfssätze und Bezeichnungen. 


5. Kann ein Punktsystem auf einer Geraden dadurch erhalten werden, 
daß man zu einem Punkte ( des Systems alle Punkte hinzufügt, die von Ü 
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um ein ganzes Vielfaches der von Null verschiedenen Länge « abstehen, 
so wollen wir sagen, das Punktsystem bilde eine Punktfolge (a). Es mögen 
m Punktfolgen (a,), (@), ... (a„) vorliegen. /, sei ein Punkt von (a,), P, ein 
Punkt von (a,) usw., endlich /, ein Punkt von (a,). Wir sagen dann: 
P,, Ps... P, bilden einen Punkthaufen. Stehen je zwei Punkte eines Punkt- 


mt 


haufens von einander um weniger als die-von Null verschiedene Länge : 


ab, so sagen wir, es liege ein Punkthaufen js} vor. Genügen die dureh 


' 
irgend eine Einheit zahlenmäßig ausgedrückten Längen «,,@,,...«, keiner 
. N, N, Nm __ 
Gleichung + a Fe 0 (nm... 


Am 


1 2 
nicht sämtlich verschwinden), so wollen wir die Längen als von einander 


bedeuten ganze Zahlen, welche 


m 


unabhängig bezeiehnen. Sind die Längen a, dy... a„ von einander unab- 
hängıq, so exishert fur im Punktfolgen (a,), (A,), eu (a) ımmer eın Punkthauf: N 


Ig!. 


ıı\ 


Aussage ergibt sich unmittelbar aus folgendem Satz: Es seien m Zahlen 


wie die Länge e auch gewählt sein möge. Die Berechtigung dieser 


Ps Par» Pu beliebig gegeben, ferner m von Null verschiedene Zahlen 


/ wm 


N ,, y 
—l) (l,, Ma, oo. N be- 


\ 


i j n N, | 
& 1, 032 ++. @,, Welche keiner Beziehung > + 24.4 
ze Ü, Um 


1 2 
deuten ganze Zahlen, welche nicht sämtlich verschwinden) genügen. Man 


kann dann die Gleichung 
Atrnata=h tn to= + =hatrYalmt En 

erfüllen, indem man anstatt v,,»,,...v, ganze Zahlen setzt, an Stelle der 
&1, &y... 8, aber Größen, deren absoluter Betrag kleiner als eine beliebig 
gegebene positive Größe ist. Dieser letzte Satz folgt leicht aus den von 
Kronecker in der Abhandlung „Näherungsweise ganzzahlige Auflösung linearer 
Gleichungen“ entwickelten Resultaten.*) Ich gehe nun zum Beweise eines 
Hilfsatzes über: ob derselbe neu ist, muß ich dahingestellt sein lassen. 

Es mögen m von Null verschiedene und von emander unabhängige 
Längen dl, Use... (,, gegeben seim und außerdem eine "ON Null verschte den: 
Lange €. Es existiert dann eine solche Lange T, dap folge nde Aussage qılt: 
Wie dm ach eine Sitrecke**) Non der Länge k und m Punktfolgen (a,), (Uy)ur.» (a 
auf emer (reraden annehmen möge, stets liegt anf der genannten Strecke ein 
Punkthaufen 18). 


) 

*) Bd. III, 1, S. 47 der Ausgabe von Aroneckers Werken. Ohne die genannte 

Abhandlung zu kennen, habe ich den Satz in meiner oben erwähnten Magisterdissertation 
(s. S. S derselben) bewiesen. 

**) Die beiden Grenzpunkte der Strecke sollen nicht zu der Strecke gerechnet werden. 
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Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, unsere 
Behauptung sei nicht richtig. Wie man demnach auch die von Null ver- 
schiedene Länge L wählen möge, stets existieren auf der Geraden m Punkt- 
folgen («@,), (42), ».. (@„) und eine Streeke von der Länge Z in einer solchen 
lage, daß die Strecke keinen Punkthaufen |&} enthält. Wir wählen nun 
für Z der Reihe nach /,, 1», L,,.... wobei die letzteren Größen nach & 
konvergieren. Für jeden der genannten L-Werte bringen wir eine Strecke 
von der Länge Z und m Punktfolgen («,), (@,), ... (a) in die oben charakteri- 
sierte Lage. Die so erhaltenen Kombinationen von Strecken und Punkt- 
folgen wollen wir der Reihe nach mit [1|,/2],|3] usw. bezeichnen. Die 
Symbole sollen jedoch nur die relative Lage der Strecken und Punktfolgen 
zu einander fixieren; [«J bezeichnet also auch die «-te Kombination nach 











































einer die genannte relative Lage nicht verändernden längs der Geraden er- 
folgenden Verschiebung. 

Wir denken uns nun Verschiebungen der eben genannten Art so aus- 
geführt, daß die Mitten aller vorkommenden Strecken in einem Punkt U 
zusammenfallen. Wir grenzen weiter auf der Geraden eine Strecke ./ ab, 
deren Länge die Längen «,, @,, ... «, übertrifft. Wie man dann auch m Punkt- 
folgen («@,), (@,), ... (@,) annehmen möge, stets kann man einen auf ./ gelegenen 
Punkthaufen angeben. Dies gilt insbesondere auch für die in den Systemen 
111,/2],[3]... auftretenden Punktfolgen; /7,, /T,, II, usw. mögen auf ./ ge- 
legene Punkthaufen sein, die den Systemen [1],|2],[3],... entsprechen. Es 
ist nunmehr klar, daß man auf der Geraden Punkte /7,,F,,... //, angeben 
kann, welche folgende Eigenschaft besitzen: Wählt man für die Punkte 
1, Il,,... //, beliebig kleine Umgebungen, so gibt es unendlich viele Punkt- 
haufen //, deren Punkte derart in die Umgebungen von //,, H,,... H,, fallen, 
daß der einer Punktfolge (a,) angehörende Punkt in der Umgebung von /7, 
liegt, der einer Punktfolge («a,) angehörende Punkt in der Umgebung von 
N, usw. Jetzt bilden wir diejenige Punktfolge («a,), welcher der Punkt /, 
angehört, ferner diejenige Punktfolge («,), welcher der Punkt /7, angehört usw., 
endlich diejenige Punktfolge («a,), welcher der Punkt //, angehört. Auf 
Grund der unserem Hilfssatz vorangehenden Bemerkungen erkennen wir, 
daß diese » Punktfolgen einen Punkthaufen Je} besitzen. /,, P;,... //, seien 
die Punkte eines solchen Haufens. Aus dem bisher Gesagten folgt: Wählt 
man für P, P,... P, beliebig kleine Umgebungen, so gibt es unendlich viele 
Punkthaufen $,, P;, P;,- 


[ u ı sphie N ıra f Ar 
.., welche aus verschiedenen Systemen [«],[?], [7]; --- 
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stammen und deren Punkte (der Punktfolge entsprechend) in die Umgebungen 
von P,P:,,... P, fallen. Sind diese Umgebungen genügend klein gewählt, 


m 


so sind B,, P;, $;, ... Punkthaufen |2}; dementsprechend mögen die genannten 


Umgebungen fest angenommen werden. Da es sich hierbei um unendlich 
viele verschiedene Systeme [«], [7], [y],... handelt, so kommen in [«]|, [7], |; 


L_ / sn.» 


Strecken vor, deren Länge größer ist als eine beliebige fest gewählte Länge. 


Es tritt also notwendigerweise bei einem der Systeme |e|, [|], |y! der 
Fall ein, daß die dem System angehörende Strecke die Punkte 7, P,,... P; 


und ihre Umgebungen umfaßt. Geschieht dies für ein gewisses System [«|, 
so gilt nach dem Gesagten folgendes: Die dem System [«| angehörenden 
Punktfolgen haben einen Punkthaufen |s}, welcher auf der dem System |«.] 
angehörenden Strecke liegt. Unter den Systemen [1],[2],|3],... gibt es 
aber nach dem obigen keines, dem eine solche Eigenschaft zukäme. Wir 
sind somit zu einem Widerspruch gekommen. Die Annahme, unsere Be- 
hauptung sei nicht richtig, ist demnach zu verwerfen und unser Hilfssatz 
ist bewiesen, 

Der eben bewiesene Hilfssatz läßt unmittelbar die Berechtigung fol- 
sender Aussage erkennen: Es seien a,,G4,,...a, m von emander unabhängige 
Langen, e ırgend eine posttire Zahl. Man kann dann eine Lang: T so be- 
stimmen, daß folgende Aussage gilt: Wie man auch eine Strecke von der 
Länge T und einen Punkt (I auf einer (reraden annehmen moge, OS gebt auf 


RQ RW R() 


der Strecke einen Punkt R, fur welchen di Verhualtnisse - sich 
dl, (dd Um 


"ON ganzen Zahlen ’tım weniger als € unterscherden. 

Es möge nun eine im weiteren Sinne periodische Funktion /(?) für 
alle ? definiert sein. Man könnte den zuletzt genannten Satz benutzen, um 
die Berechnung von /(f) mit vorgeschriebenem Genauigkeitsgrad auf die 
Berechnung von /(f) für ein endliches Intervall zurückzuführen. Diese Be- 
merkung könnte insbesondere in dem Fall von Nutzen sein, wo /(f) als 
Lösung einer Differentialgleichung auftritt, da für die Berechnung von 
Lösungen in endlichen Intervallen der unabhängigen Variabeln häufig 
allgemeine Methoden bekannt sind. Wir gehen hierauf nicht weiter ein. 

Es möge wieder eine im weiteren Sinne periodische Funktion /(/) 
für alle ? definiert sein. @ sei die obere, Ä die untere Grenze der Funk- 
tionswerte; S=(— A ist dann die Schwankung von f(t). Zu jeder posi- 
tiven Zahl p gibt es eine solche positive Zahl q, daß die Schwankung von f(t) 
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ın jedem Intervall a<t<a+g sich von S um weniger als p unterscheidet. 
Hierbei bedeutet « eine beliebige Größe. Um die Richtigkeit dieser Be- 
merkung einzusehen, wählen wir #, und £, in der Weise, daß 


W>6-5 IW<K+Z. 


Aus dem vorhergehenden Satz folgt: Es gibt eine solche Zahl 49>>0, daß 


in jedem Intervall «<f<<a+g sowohl Funktionswerte vorkommen, die 
pP 
4 


die sich von /(f) um weniger als 


unterscheiden, als auch Funktionswerte., 


p 
4 


derartiger Funktionswerte ist dann >@—} [X +2 ]=5-p. Somit haben 


sich von /(f,) um weniger als 


unterscheiden. Der Unterschied zweier 


« 


wir für die Schwankung o im Intervall e <t!<a+g S-p<o—N. Es 
ist also S—0o <Zp. Damit ist die Richtigkeit unserer Bemerkung bewiesen. 

Wir formulieren endlich noch einen unmittelbar aus dem vorher- 
gehenden folgenden Satz. Es sei /(f) eine für alle ? definierte im weiteren 
Sinne periodische Funktion. Wir wählen in bekannter Weise ?/ und /(Ü) als 
Abszisse und Ordinate von Punkten. Sind zuwer von Null verschiedene Längen & 
und 8 beliebig ANGENOMMEN, S0 gibt es eine entsprechende Länge > —>s ron 
der Beschaffenheit, dap folgendes gilt: Ne ach zwei Strecken (s) und (5) 
von den Längen s und S auf der Abszissenachse gewählt sein mögen, man 
kann auf (5) eine dritte Strecke Is! von der Lange 5 SO angeben, dap der 
Verlauf von fl) zwischen den Endpunkten von }s} dem Verlauf von f(t) 
zwischen den Endpunkten von (s) gleicht brs auf Abweichungen in den Ordr- 
naten, die kleiner sınd als €, 

Der besseren Übersicht wegen haben wir im vorhergehenden geo- 
metrische Vorstellungen benutzt. Es ist aber sofort klar, daß alles vorher- 
eehende unmittelbar in eine rein analytische Form übersetzt werden kann. 

6. Es möge eine für alle ? definierte im weiteren Sinne periodische 
Funktion /(f) vorliegen; «,,%s,...«, sei ein Periodensystem von /(/). Wir 
denken uns /(f) gemäß Nr. 3 in eine Reihe ”,+ + 1;-+.-- entwickelt und 


t gi3408 
ersetzen in derselben durch &, (u=1,2,...m). Es ergibt sich dann eine 


u . . [) . .. nd 
Reihe U, + U,+ TU,++--, welche für alle diejenigen x,, 2, ... x, gleichmäßig 
{ t / | 
konvergiert, welehe durch  e -, = —-,„...2t,=-—. erhalten werden. (Das 
o | 104 & An 


Zeichen = bedeutet hierbei Gleiehheit bis auf ganze Zahlen.) Das damit 
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eingeführte Gebiet von %,.%,... „Stellen bezeichnen wir mit A. Es ist 
klar, daß die Reihe U, + U, + U,+.- auch gleichmäßig konvergiert für alle 
Häufungsstellen des Gebietes \. In der Tat: es werde »>0 beliebig an- 
genommen. Es gibt dann einen solehen Index «,, dab |, + l,,.+: 
+ PR 

eine Häufungsstelle von X muß offenbar ebenfalls |, +, +++, ,.|.p 


— p wird, sobald v» > u, und die x dem Gebiete A angehören. Für 





gelten, sobald » > u,. Somit konvergiert die Reihe 7, + U,+17;,+- gleich- 
mäßig für das Gebiet Z, welches aus dem Gebiet X und seinen Häufungs- 
stellen besteht. 7 (2. Saanci x.) —y A +1 ö + U, +... ist für das Gebiet Z eine 


gleichmäßig stetige Funktion. Gehört die Stelle $,,5,...$, dem Gebiet Z 


Ss ... Mn = Bi, Sind S, 4 e a v0» & 


mi 


an, so offenbar auch die Stelle v, =5,, = 


| 


- 


lt dasselbe von v=zu&,-+rn 


S 


il 


und 7, 9, ».. n,. >Ntellen von Z, so 


il 
vzu&+rn,.. „Zus, +rn„, wobei «,v irgendwelche positive oder 
negative ganze Zahlen oder Null bedeuten. 7 ist bezüglich aller Variabeln 
mit den Perioden 1 periodisch. Die Funktion 7 ist übrigens nichts anderes 
als die in $ 7 meiner Magisterdissertation angeführte gleichbezeichnete Funk- 
tion, wenn man dieselbe auch für die Häufungsstellen der „Stellen erster 
Kategorie“ definiert. Es gilt 


t t / 


/ 
(#4 an W f nn 
I\) \e, ' u, I & 


Liegt die Funktion /(f) vor und ist das Periodensystem «,,«@,,...«, fest 
gewählt, so ist, wie leicht zu sehen, die Funktion 7 völlig bestimmt. 

Wir bezeichnen nun mit 0,,0,,...0, die Elemente einer Stelle des 
(sebietes Z und bilden 


. t f f 

a‘ 7 , } | r 

p(h)= 7 (, r0)3; Tr Oro. T 0): 
l 


a, ER 


Offenbar ist g(?) ebenfalls eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden «,,&,,...@,. Wir sagen, y (ft) ser mit FÜ) verwandt und habe 
bezüglich f(Ü) die Phasen 6,,0,,...0,.) Die Funktion 


Pa + 0, b) 12) + O,, .o. LU, + 0) 
entspricht „ (?f) ebenso, wie F(x, ,.,....,) der Funktion /(f). Wir schreiben 
PyN=Fll; 01,...0,). 


*) Die Perioden werden hierbei als fest gewählt betrachtet. 
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Öftenbar gilt, wenn ,=T, %=T,,...0,=T,, 








rtt, Öjy.. 0.3 fb8, 1, Toyo U um . 





Ferner haben wir, wenn $,,8,...s,„ ebenfalls eine Stelle von Z darstellen, 















Yf (t, 515 524 ... $,) Zu ft, 0, + 513 0, + 594 un. O. + 9.) 


Auf Grund dieser Gleichung erkennt man leicht, daß das Ensemble 
der mit g(f) verwandten Funktionen zusammenfällt mit dem Ensemble der 
mit /(/) verwandten Funktionen. Dabei werden y dD=%(t,0,0,...0) und 
’d=f(,0,0,...0) mit zu deın betreffenden Ensemble gezählt. 

Es möge nun ein System von Funktionen f (H, f%(H,... /„(H) vor- 
liegen. Die Elemente dieses Systems seien im weiteren Sinne periodische 
Funktionen mit den Perioden &,, &,...%u. 61, 02,...0, mögen eine Stelle 
des Gebietes Z darstellen. Wir sagen dann: Die Funktionen /; (f, 0,, 03, ... 0): 
fly O1, Oay 2. 0, )y er fn (Ey O1, 02, +... 0,) bilden ein mit dem vorigen verwandtes 
und bezüglich desselben durch die Phasen o,, 0;, ... o, charakterisiertes System. 


Wir wollen schließlich zeigen, daß zwei verwandte Funktionen 
ft / 7 t 
(= % ( 6 ) und o(N— a u 0 ) denselben konstanten 
/\t) je pP) . + 0,, 2 +0, 


a, 
ei! besitzen. Wir haben 


m 


(yddt  (e(i ro... +0„)dt 


0 0 


; v7 & & 
„u Ri | t+T b Wo F R t T | t Au 
[war+ [”war+ [war Werl Hm tn) 
„u +7 
/ Wdt+ / Wdt 
E Eu : 
Spand-z, / FOd= 


v) 


Hl f[w- rl... 2j]ar 


l 
0 


Wir wählen nun 2&>>0 beliebig und bemerken, daß |#(a,, 2, ...2,)|< A 


“ . v rs .. r ey ” t ? 
eilt, wobei A= konstans. Wir wählen dann z so, daß W— w( he ) er 
- ' üe, An 


I 


NV © 


was möglich ist. Dann gilt, wenn ?>0 
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B- gt I Pas 2Kı £ 
JO, fe dt < re 


0 


4Kr ; a ne as 
Sobald demnach ?— - wird, ist die linke Seite — e. Somit gilt 


!—T 


Lim (' Sowat - [tr dt)=0. 


0 


Dies beweist die Richtigkeit unserer Bemerkung. 


III. Das Integral einer ım weiteren Sinne periodischen Funktion. 


m Theorem. I sei fur elle f eine um weiteren Sinne periodische 


m 


Funktion mit den Perioden a,, 03, ... 0m. Es ser bekannt, daß | [Hdt=Yy(t) 


# 
für alle t zwischen endlichen (Grenzen lege. Dann 1st auch f (D) eine um 


weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden «,, &s, ... u. 


Beweis”) g(t) besitzt eine obere Grenze y und eine untere Grenze X. 
Es genügt, „>XK vorauszusetzen. Wir wählen 7 gemäß der Bedingung 
0<y<g-—k, sonst beliebig. Es gibt solche Werte /, und /, (t,- 4), daß 
PW>I-k pPl)<k+l. Nach den Hilfsbetrachtungen des vorigen Ka- 
pitels existiert eine solche Größe 70, daß folgendes gilt: Wie auch 
gewählt sein möge, man kann zwischen r und r+T7 solehe Zahlen 9 und 
”+|%—t| finden, daß der Verlauf von./(f) zwischen 9 und 9+|1,—,| 
inklusive dem Verlauf von /(f) zwischen dem kleineren und größeren Wert 


der /, und f, gleicht mit einer Abweichung, die absolut <- 2 ih 
) Eu 4 


*) Herr Eselangon führt in seiner oben erwähnten Abhandlung auf S. 149 diesen 
Satz ohne Beweis an, indem er sich auf eine briefliche Mitteilung meinerseits bezieht. 
Wie ich aus einem Schreiben von Herrn Eselangon ersehe, war ihm jedoch der in Rede 
stehende Satz bereits vor meiner Mitteilung bekannt. Möglicherweise habe ich übrigens 
in der letzteren die (wie aus der Arbeit von Herrn Eselangon hervorgeht) überflüssige 
Annahme gemacht, daß die Perioden von einander unabhängig seien. Der Beweis, den ich 
dabei im Auge hatte und der in dieser Nummer dargestellt wird, ist jedoch von dieser 
Voraussetzung unabhängig. 

**) Man könnte die Untersuchungen der folgenden Kapitel so anordnen, daß) der 
besprochene Satz als unmittelbare Folge derselben erscheint. 






284 Bohl, über eine Differentialgleichung der Störungstheorie. 



















Dann gilt auch 


44 W—t, 0-+ tt, A 


/ fodt- f fodı<t, 


F 0 








wenn o die kleinere der Zahlen /, und /, bedeutet. Wir haben also 





yI+-L)-yN=ple+|lR—A)-yl)+to, lol<5; 
+ R-LN)- N >|Ple+|e-tH)- Flle] 


ae. Bag 
>g-h 35 =9 h—‘,. 


Bedenkt man, daB k<g ()<g, so sieht man, daß die größere der 
p($+|,—t|) und Y(9) größer als 9—, die kleinere kleiner als +! 
ist. We man also auch r wählt, zwischen r und r+T liegen t-Werte, für 


welche pH) >g9-— 4 und solche, für welche y Od <hk+ 5 gult. 


Es gibt eine solche Größe e>0, dab |ft +") - FH < 5 p, wenn 
I I [/ . r . . . 
4°" g Sich von ganzen Zahlen um weniger als = unterscheiden. Wir 
.ı “2 m 
wollen uns irgend ein r denken, welches letztere Bedingung erfüllt. Wir 
bilden 


PN 


to 


Irddt, 


wobei wir i{, beliebig gewählt haben. Zwischen {, und 4,+ 7 gibt es solche 
Werte e.d. daß 


VO>I-5 YPO<k+z. 
Wir haben 
ut) -Pw-[pl+Nn-Po]= f od [ fndt 


c+T 


= (fern roldt, 


PLe+Dd<g YPO>I-5,  YL+D)-PyO<5, 





7 
u— el < 2) 


[Verf oJd< 2, 


Pl+r)-plW)<z. 
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Ähnlich haben wir 
plu+r)—Yp(t)—Ip(d+rT)—Y(d)] = f end —fd]dt. 


y(d+rT)—k, p(d)<- k+!, p d-+ T)— p(d) 4 At 


[ e+rT)—-foüldt < m u—d|l< 7 


S Vu+n)-f@] dt>-5, Par) -9gW)>-7. 
d 
Somit - 


p(ü+T)— 


Zu jeder Zahl ,>>0 gibt es daher ein solches &>0, daß |p (t+)-y()|<n. 
T T T . 

wenn 1 et, sich von ganzen Zahlen um weniger als & unterscheiden. 
1 zn m 

Also ist / CH) dt im weiteren Sinne periodisch mit den Perioden @,, ",, ... © 


« 
) 


NY: 





4. e..d. 


Liegt / /(Odt zwischen endlichen Grenzen, so ist der konstante Teil 
m 


von /(t) offenbar gleich 0. Wird von einer für alle ? definierten im weiteren 
Sinne periodischen Funktion ihr konstanter Teil subtrahiert, so sagen wir, 
die Funktion werde durch die genannte Operation von ihrem konstanten Teil 
befreit. Offenbar sind wir dann zu folgender Aussage berechtigt: Fs ser f(! 


U U 


eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden @,. 3, -.. 0: 


ı& sei die "ON ıhrem konstanten Teil befreite Funktion : Pi @& di 1st dann 


und nur dann ın der Form 


+2 mr . . / \ 
/ fOdt=ct+ zwischen endlichen Grenzen bleibende Funktion (c=konst.) 
Ö 
‚f . y . . . . 
darstellbar, wenn /x® dt zwischen endlichen Grenzen bleibt. ce ist in diesem 
0 
Fall der konstante Teil von I und die rechts an zweiter Stelle stehende 
Funktion ıst um weiteren Sinne periodisch met den Perioden Os Ogy ».. O, 
Es möge eine für alle ? definierte im weiteren Sinne periodische F unk- 
tion /(t) vorliegen; «,,&;,...«,„ seien ein Periodensystem von /(f). g(f) sei 
ein Integral von /(f) und bleibe zwischen endlichen Grenzen. Dann ist 
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nach dem vorigen p(?) eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden @,,@,,... @,. Bedeutet o,, 03, ... 0, irgend ein System von Phasen, 
so ist p(t, O9... 0,) ein Integral von fft, 0,5... 0,)- 

Um diese Behauptung zu begründen, ordnen wir ff) und y(t) Funk- 
tionen Fa, 2,0. %,), Pa, a...) In der Weise zu, wie es in Nr. 6 aus- 
einandergesetzt wurde. Wir haben bei beliebig gewähltem 


Sre, 0) dt= (FC, +0, ne er +6, dt 


_ ak © —. ;.. t _ıT +0,)di 
. 1 ) 


An oT 
— id \ t T E t T 5 t t \ 
- E is FR a, + Öyin 2 u I + 6) —/ % 0.0 u) dt+YpÜl+T)—g (T) 
7 


und somit 


(ta, 0) dt— (4 (t, 0) . (0, 0) 


- / "Ir -’ aaa 2 ” x " 0) BBiG —N | )| ar 


1 Ü 
I 


+ eG Fo : + ß: el +0. + 0,)] 


104 ın & m 


r 





F ..8 T 
ba, Gy... 0,)— lee an =)]- 

Wir denken uns nunmehr ? beliebig aber fest gewählt. Man kann 
hierauf 7 so bestimmen, daß jedes der drei auf der rechten Seite stehenden 
Glieder absolut beliebig klein wird. Es kann somit die linke Seite durch 
geeignete Wahl von z absolut beliebig klein gemacht werden. Nun hängt 
aber die linke Seite gar nicht von 7 ab; sie ist also gleich 0. Somit gilt 


/ It, 0) dt=plt.0)—y(0,0), q.e.d. 
0 

8. Es ist klar, daß das Integral einer im weiteren Sinne periodischen 
Funktion, deren konstanter Teil gleich O ist, nicht notwendig zwischen end- 


liehen Grenzen liegt. Wir wollen ein Beispiel anführen, welches die Richtig- 
keit dieser Bemerkung dartut. Es möge die Reihe 
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I | 
MAQE „ c08 (0, d)+ 2 cos (a, f) + -; 608 (++: 


vorliegen. Hierbei seien die «, von der Form «, = Ma -+NDb, wobei « und Ö 
gegebene positive unter einander inkommensurable Größen bezeichnen und 
M,N ganze Zahlen bedeuten. Ferner seien die «, so gewählt, daß 


1 | l 1 | 
+% +°-*+- < ei y 0<le,|- 


n—1 — .) n 
ıiıa N Pr m. 5° Un 
rt 


Eine solche Wahl der «-Größen ist offenbar möglich. Die Reihe für p(f 


konvergiert gleichmäßig für alle /, und es ist p(/) eine im weiteren Sinne 


2 rn 


2 46 . e ’ Zr de 
periodische Funktion mit den Perioden ” , Das konstante Glied von 


a b 
p(t) ist gleich 0. (ft) besitzt Ableitungen beliebig hoher Ordnung; dieselben 
sind ebenfalls im weiteren Sinne periodisch mit den genannten Perioden. 
Wir haben 


2m ' EN | a | er I 
/ ’ l } : . n 
/ yüdt=—- —- sin, -—— sin - sin 
{ ia, 210, ia 20 f 0 2a 
0) 
7 
hat f [1 E10 5. 
— -- COS (MA N )‘ 
Inc Zn+l +1 
0 
u . on l . 4 I l 
rn Fr = sn , ! Pa sın —— 
ia, =. u ı 0, u Oy ‘ On] AR: ,,I’a 
I 1 l 
1) { = en 
TnHt COS (a, +1 t) T 7 l | in { 
‘ i ) 
1— _ 
{ 
ra 
anf , | 1 
/ (- (080 ,,,.D)+ + )dt 5 
A "6 2la 
0 
I 


_ 
rn 
”. 

Ss 
... 
w 
. 

- 
. 
” 
- 


Fe 
Es nimmt daher / p(Ö dt unter anderem Werte an, die größer sind als 
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-)*., wobei » eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Es kann 


„6 
somit / p(f)dt keine im weiteren Sinne periodische Funktion sein. 


0 
9. Es ser [N eine für alle t definierte im weiteren Sinne mit den 
Perioden @,, 35... e, periodische Funktion. Der konstante Teil von f(t) sei 
gleich O, und f(f) besitze kein zwischen endlichen Grenzen bleibendes Integral. Man 


. ” NZ 
kann dann ein solches Phasensystem Oj, Ogy sro On finden, daß / re; 6) dt Be 0, 
0 


k ud 2 y® 
und eın solches Phasensystem 81, Say... 8m, daß I fe; s)dt<0. Dieser Satz 
0 i 
ist im Ilinblick auf das Folgende von Interesse. Der besseren Übersicht 


wegen verteilen wir den Beweis auf die Abteilungen A, B,C,D. 
A, Wir bezeichnen ein Integral von /(d) mit w(f). Offenbar ist dann, 
wie auch 7 gewählt sein möge, 


Gm 


v(t+T)— ve)= f Ct. = = Tr )dt. 


I 
0, & 
(?1,2,3,...) kongruente“) Phasensysteme nach einem Phasensystem 


01, 05,...9,, konvergieren, so gilt für jedes fest gewählte / 


MR i R : 8 T;\ 
Nimmt nun 7 solche Werte 7,,7,,7,,...an, dab gewisse mit (© a ) 
l 


[IL 


Lim (py(t+ Tr) — w(r))= [ra O1, 02, 0,) dE. 


B. Wir wollen uns versuchsweise vorstellen, es sei gelungen, Größen 
Sy 8 Syy., Sowie die zugehörigen positiven Werte /,,4,,4;,... derart zu be- 
stimmen, daß erstens die /,, 4, 4,... nach oo konvergieren und zweitens eine 
der folgenden drei Bedingungen erfüllt ist: 
@) für — l. iR { ee / gilt ıv (d + s;) — m (S;) - >> VÖ, kei, 2, u.) 
9) für -, 4 gilt yl+s)- PO, wenns 
Y) für rn !, = Ü« Ba / gilt 1 (t + $;) Eu w(s;) <_ gi Mizel. 2.3... 
wobei P eine Konstante bedeutet. 


*) Zwei Phasensysteme heißen kongruent, wenn die entsprechenden Elemente sich 
um ganze Zahlen unterscheiden. 
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Wir wollen nun die Konsequenzen dieser Annahmen betrachten. Zunächst 
ist klar, daß man aus der Reihe der Indizes 1, 2, 3,... eine neue wachsende 
Reihe a, db, c,... in der Weise auswählen kann, daß gewisse den Systemen 


Sj $; S; . . 

(- tt ya =a,b,c,...) kongruente Phasensysteme nach einem Phasen- 
1 2 m” ’ 

system 0,,0,,...0, Konvergieren. Nach A. haben wir also für jedes fest 


gewählte /, wenn der Index - die Werte «@,b,c,... durehläuft, 
Lim (vw (+5) — v(s,))= / II 0,0, 5. 6, ):R8 
0 
Im Falle «) ergibt sich hieraus offenbar 


(ra; 9,0,...0,)dt>0, 
m 
im Falle /) 
(fd; ge 0. dt<V, 
o 
im Falle 7) | 


„t 
/ I 01,9,...0,)dt\<P. 
Ö 


Im Falle „) würde somit ein Integral von /(!.0,,0,,...0,) zwischen end- 
lichen Grenzen liegen; dasselbe müßte also auch für die Integrale von //) 
stattfinden. Letzteres widerspricht jedoch der Voraussetzung. Nom kann 
der Fall y) nicht eintreten. 

Ferner ist klar, daß unser Satz bewiesen ist, sobald wir das wirk- 
liche Vorkommen sowohl des Falles «) als des Falles 5) nachweisen. 
Dieser Nachweis wird im folgenden geführt. Wir können uns dabei jedoch 
auf einen der beiden Fälle, etwa den Fall «), beschränken; der andere wird 
analog behandelt. Man könnte 5) auch auf «) zurückführen, indem man 
an Stelle der Funktion /(/) die Funktion — /(f) betrachtet. 

C. Es werde X>>0 beliebig angenommen und außerdem ein spezieller 
t{-Wert [, gewählt. Man kann einerseits solche Paare von »erschred. nen H, 
übertreffenden t-Werten angeben, daß beim Übergang vom kleineren zum 
größeren t- Wert v(t) um K wächst, andererseits solche, dafs heim genannten 
Übergang w(t) um K abnimmt. Um dies zu beweisen, nehmen wir zunächst 
versuchsweise an, es gäbe keine Paare von {-Werten der an zweiter Stelle 
10* 
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genannten Art. Ist dann Z >! —>t,, so gilt immer v(J)-w(!)<K,. In 
diesem Fall muß jedoch eine solche positive Zahl 7 existieren, daß in 
jedem Intervall „<t<t<t+T ein derartiges Paar von verschiedenen 
-Werten vorkommt, daß beim Übergang vom kleineren zum größeren 
(-Wert r(f) um 2A wächst. Andernfalls könnte nämlich der unter B.y) 
beschriebene Fall verwirklicht werden,*) was, wie oben gezeigt, nicht ge- 
schehen kann. Auf Grund des eben Gesagten erkennen wir nun die Mög- 
lichkeit, 4, %, 4, f,... so zu wählen, daß folgendes gilt: 


0<t—-4u4<T y(t)— w(t)=2K 
0<t,—t<T v(b)—yw(L)>—K 
0<4—tL<T v(t)—w(L)=2K 
0<tu,—ı,<T v(t)— w(t)>—K 
0<4—-t<T v(t)— w(t)=2K 
0<tr-4<T v(t)— vw(t)>— K 


DE u 4 v(t„)— Y(tn)=2K 
TEILT van) W(ltn)>—K. 

Wir haben dann 
<t,„a-h<2nT vlt) ylh)>nK. 

Es folgt hieraus zunächst, daß, wenn „> x, 80 t,,,, >. Ferner ergibt sich 


Van) ph) K 


.) pm *v 
lan —L, 21 


Da der konstante Teil von /(f) gleich O ist, so gilt 


. (t 
Lim . ) —(, 


!—>D 


*) Zur Erläuterung diene folgendes. Würde eine positive Zahl 7’ der genannten 
Art nicht existieren, so könnte man T>O beliebig wählen und danach stets ein solches 
Intervall , <t—t—t+ T angeben, dd — A<w(t,)— y(t)<2K gilt, sobald t, und 


Y 


{,>t, dem Intervall angehören. Wir wählen für 7 der Reihe nach T,, T,, T, usw. in 


der Weise, dab 7’, T,, T,,... nach ® konvergieren. Diesen 7-Werten mögen t-Werte 
FR RE in der eben genannten Weise entsprechen. Dann erkennt man leicht die 
TERN T. T. 

ı 


+ . . .. ® q 4 
Richtigkeit der zu begründenden Angabe, indem man s=t;+ ,, 4= , annimmt. 
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Es müßte also auch für n—o 


lt) nl) 
ba, Hl 1 


> () 


gelten. Dies widerspricht dem eben gefundenen Resultat. Die oben ver 
suchsweise gemachte Annahme ist daher abzuweisen. 

Um den Rest unserer in ©. ausgesprochenen Behauptung zu beweisen, 
könnten wir analog verfahren. Wir könnten aber auch zu diesem Zweck 
das eben gefundene Ergebnis auf die Funktion —/(f) anwenden. 

D. Wir wählen A>>0 beliebig und hierauf zwei /-Werte /, und 
>t, in der Weise, daß y(t)—w(t)=K. Sodann wählen wir 1,>>/, und 
{,>t, in der Weise, daß w(t,)— w(t;) K. Alles dies ist nach ©. ausführ 
bar. d sei ein Z-Wert des Intervalles —/<t,, für welchen w den 
kleinsten im genannten Intervall vorkommenden w-Wert annimmt. Offenbar 
haben wir 


v(t)— w(d ey w(t,) — ıl (d) . 


Wir bestimmen nun die Konstante 7„>>0 in der Weise, daß y—-|/()|; sobald 
f(t) gegeben ist, können wir uns y fest gewählt denken. Es gilt 


K<|y(t)-w(d)) <|d-tly, N <|w(t)— v(d)| <],—d|-y, 


K K 
d—tL>-, u-d>—, 
/ / 
2. K K ; 
Sobald daher —  —t— _ , haben wir 4—t+d<t, und somit w(f+d) 


{ | 
—wv(d)>0. Bedenken wir nun die bei der Wahl von A herrschende Will- 
kür, so erkennen wir, daß der Fall B.«) in der Tat verwirklicht werden 
? I / 
kann. Damit können wir, wie bereits am Schluß von B. hervoreehoben 
) 

wurde, den Beweis des am Anfang von Nr..) ausgesprochenen Satzes als 
erledigt betrachten. 


IV. Die reduzierte Differentialglerchung. 
10, Es möge die Differentialgleichung 
(10.) . t pt)« 0) 
dt‘ 


vorliegen, wobei g(f) eine für alle ? definierte im weiteren Sinne periodische 
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Funktion mit den Perioden «@,,@,,...@,„ bedeutet. Indem wir mit o,,0,,... 0, 


irgend ein Phasensystem bezeichnen, bilden wir die allgemeinere Differential- 
gleichung 


(11.) zii +Y(t,0)x=0. 


Alle Gleichungen vom Typus (11.) sollen mit einander verwandt heißen. 
Wir erteilen endlich den o,,@,,...0, die speziellen Werte s, 
erhalten dann die Gleichung 


a ui 


d’x 
(12.) tree. 


Es sei bekannt, daß die Gleichung (12.) zwei von einander unabhängige In- 
tegrale u und vw besitzt, welche für alle t zwischen endlichen Grenzen liegen. Dann 


4 ’ du dv j i : 
müssen offenbar auch 7 — ı und jr — ı für alle *zwischen endlichen Grenzen 
( (LL 


liegen und wir haben ur —vw'—=c, wobei c eine von Null verschiedene Kon- 
stante bedeutet. 
Wir bemerken zunächst, daß die Funktionen v(?+7), v(t+r) Lösungen 
der Gleiehung 
d’x 4 T T 
. _ op t,s, + a ) -() 
(13.) dt? rp.t 1 a,’ „rt u 
sind. Bedeutet ?,, 7%, ... 7, irgend ein Phasensystem, so existieren nach dem 
vorigen eine solche Reihe 7,, 7,, 75, ... und solehe Größen A, D,e,/, dab für 
u 1, B, Bye 
’ T; - of, p 
Lim (s, + = +r,)=r1,... Lim (s,+ . u Ze 


Z2 


Lim u(r,)=A, l.im »(7,)= B, Lim «(T)=e, Lim v"(t,) P 
eilt; 9,995... 9, bezeichnen hierbei gewisse ganze Zahlen. Wir fassen 
nun diejenigen Lösungen y(f) und A(t) der Differentialgleichung 

j4 d’x | £ i b Be 0 

(14.) dt: + pl, r,, 735 ., 1 )R= 
Es . . [3 
ins Auge, welche durch die Bedingungen y(0)=A, y(0)=e, hA(0)=b, 
/'(0)-=/? definiert sind. Diese Lösungen sind von einander unabhän 
offenbar 1.3—B,e=ec gilt. Wir haben 


ojo, da 


oO 0? 


as Pu(lt+r; ) 
(15.) er - + Yf (t, ] > 3 yrı. Sn + =) u(t+ )= v, 
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d’g(t) Ä 
(16.) 7 +Y(t,r, 7, ..r,)IOd=d, 


d? 
FFRL (+T)-9H)+Y(t, rt, 723... re c+r)—gH) 
az)“ 





I ti , T; ’ ’ ’ | 
+lp(t; 5, HREEE FE u ut (rs rs r)lul+r)=V. 


Man kann den Absolutwert des letzten Gliedes der linken Seite für 
alle / beliebig klein machen, indem man den Index ? genügend groß wählt. 
Durch dasselbe Mittel können auch | (7,)— 9 (0)| und | (7,)— g’(0)| beliebig 
klein gemacht werden. Wählt man daher) ein beltelnges endliches t-Intervall, 
so kann man erreichen, daß |u(t+r)—g(Ö| und |" (t+T,)—g' (Ü)| in diesem 
Intervall beliebig klein sind: es genügt zu diesem Zweck, den Index i genügend 
groß zu wehlen. Analoges lapst sich bezüglich der Funktionen v(t) und Jh (f) 
sagen. Wir können außerdem erreichen, daß s, + pie 6 + sich von 


On 

"is Pay et, abgesehen von ganzen Zahlen, beliebig. wenig unterscheiden: 
wiederum genügt die Beschränkung der Wahl von ı auf genügend große Werte. 

Auf Grund des eben gewonnenen Resultats erkennen wir nun leicht 
die Berechtigung folgender Aussage: Die Eigenschaft, welche wir am Anfang 
dieser Nummer fur die (Gleichung (12.) roraussetzten, kommt ach jeder 
Glechung vom Typus (11.) zu. 

11. Indem wir alle Bezeichnungen der vorigen Nummer beibehalten, 
wählen wir drei beliebige Konstanten c,, ©,. €; 


J 


und bilden 

uU +sur+gW"=f, 

(18.) ! 2a u +o(ur +eW)+2grV" —=f", 

ABl, + Au Aug) + rl )=" 





wobei die Striche oberhalb ”, » und / zur Bezeichnung der entsprechenden 
Ableitungen dienen. Die Determinante der Koeffizienten von €, ,c, auf 
der linken Seite von (18.) ist, wie man leicht sieht, gleich 2 (vr — vu) -2«c', 
wobei c dieselbe Bedeutung hat wie in der vorigen Nummer. Wählt man 
CC, €; In verschiedener Weise, so ergibt sich eine Schar von Funktionen /, 
wobei c,,c,,c; die Rolle von Parametern spielen. Es ist klar, daß wir 
dieselbe Schar von Funktionen erhalten, wenn wir an Stelle von u, ” zwei 


*) Vgl. etwa den in $ 1 meiner oben erwähnten Doktordissertation dargestellten 
allvcemeinen Satz. 
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beliebige Lösungen der Gleichung (12.) benutzen, wofern nur die gebrauchten 
Lösungen von einander unabhängig sind. 

Wir wählen nun irgend eine Zahl »>0 fest aus. Da |], |v| nicht 
gleichzeitig beliebig klein werden können, so gibt es in der eben be- 
sprochenen Schar Funktionen /, welche für alle? —>p sind. Bezeichnet /, 
eine bestimmte der eben genannten Bedingung genügende Funktion, welche 
den Parametern c/, €, €, entspricht, so kann eine solehe Konstante X angegeben 
werden, daß für alle 2 Vf +fr+fi <K gilt. Wir ändern nunmehr die 
Phasen, indem wir von der Gleichung (12.) zur Gleichung (14.) übergehen. 
Kür diese letztere Gleichung bestimmen wir eine Schar von Funktionen in 
derselben Weise, wie es eben für die Gleichung (12.) geschah; dabei wollen 
wir die in der vorigen Nummer eingeführten Lösungen y(?) und A(?) zugrunde 
legen. Aus der zu (14.) gehörenden Schar wählen wir dann diejenige Funk- 
tion ı,, welche den oben bereits genannten Parametern «,, ©, «, entspricht; 
es ist also w =ay +ogh+c,h’. Auf Grund der in der vorigen Nummer 
entwickelten Resultate erkennen wir nun, dab für alle / 


vw >P, \v tw + Tr <K 


” 


gilt, wobei p und A die oben genannten Konstanten sind. Wir sind jetzt 
zu folgender Aussage berechtigt: @Genügt eine aus der einer Gleichung vom 


Fypus (11.) angehörenden Schar stammende Funktion f(t) den Bedingungen 
ft) >a, VP+ +”, (a>0 und b sind Konstanten) 


so enthält die einer anderen Gleichung vom Typus (11.) (d. h. einer mit der 
vorigen verwandten (sleichung) angehörende Schar sicher eine denselben Be- 
dıngung: 2 ge nugende Kunktion. lös gibt anch ımmer Funktionen f der eben 
genannten Art, wenn nur die Konstanten a und b geeignet angenommen sind: 
und zwar kann für a jede positive Zahl gewählt werden. 

12. Wir kehren nun wieder zur Gleichung (12.) zurück. Nachdem 
wir »>0 gewählt, fassen wir diejenigen Funktionen / der zu (12.) ge- 
hörenden Schar ins Auge, welche der Bedingung />>p für alle ? genügen. 
"ür jede einzelne dieser Funktionen / besitzt Yf’+f”+f"” eine obere 
Grenze, welche wir mit @(f) bezeichnen. Die Größen @(f) besitzen eine 
untere Grenze y. Wir wollen zeigen, daß man f so wählen kann, dap G(f)=4Y 
grlt. Zu diesem Zwecke denken wir uns Funktionen / der eben geschilderten 
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Art fi, fa /sy +. SO bestimmt, daß Lim G (/;)= 9; dies ist immer möglich. Die 
Systeme (/;(0), f; (0), fi (0)) (=1,2,3,...) haben mindestens eine Häufungs- 
stelle (9,9, 9"). Auf Grund dessen, was wir in Nr. 11 über die Deter- 
minante der Koeffizienten von c,,c,,c, in (18.) sagten, erkennen wir, daß 
man eine Funktion F aus der zu (12.) gehörenden Schar finden kann, für 
welche F(0) :q, I" (0) 7, F"(0)=gq" eilt. w;(t) — f;(t) F(t) ist eben- 
falls eine Funktion der eben genannten Schar; nach dem vorigen kann 
man |,(0)|, |w:(0)], Ivy; (O0)! beliebig klein machen, indem man den Index 
geeignet wählt. Dabei kann 7 größer als eine beliebig gewählte Zahl an- 
genommen werden. Bezeiehnen «,c,c, die Parameter von w,(?). so folgt, 
daß man Je|, Je], |] durch geeignete Wahl des Index beliebig klein 
machen kann. Wiederum kann < dabei größer als eine beliebig gewählte 
Zahl angenommen werden. Hieraus schließt man weiter, daß |w,(t)|, \w;(X)], 


10 


der Index ? geeignet gewählt wird. kann dabei größer als eine beliebig 





gleichzeitig für alle / beliebig klein gemacht werden können, indem 


gewählte Zahl angenommen werden. Auf Grund hiervon erkennen wir zu- 
nächst, daß für alle £ F(t)>p gelten muß. F gehört also zu den am 
Anfang dieser Nummer 12 charakterisierten Funktionen. Wir haben somit 
G(F)>y. Wäre nun G(F)>9, so müßte YF?+ "+ F" für einen ge- 
wissen /{-Wert größer als g, also etwa gleich +0 (d>>0) sein. Sobald 


x ; j a Ö “- 
aber ı genügend groß ist, haben wir G(f,)<g+z und folglich für alle / 


IE Htf: <Itr;5- Für einen gewissen /-Wert haben wir also für ge- 


nügend große ı 
Ö 


* 


VE? +F?+ FR -VR+ + > 


Dieses Resultat ist jedoch mit dem oben bezüglich w,(?) Gesagten unver- 
einbar. Also ist G(F)=g. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

(seht INA nicht "OR der Gleschung (12.) AUS, sondern "ON einer mat 
(12.) verwandten Gleichung und wahlt für p denselben Wert wie m Fall der 
(rleichung (12.), so erhalt man für die neue Gleichung genau denselben Wert 
von g, wie für die Gleichung (12.). Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt 
sofort aus dem am Schlusse der Nummer 11 formulierten Resultat. 

13. Wir kehren wieder zu der Gleichung (12.) zurück und wollen 
zeigen, dafs es nur eine Funktion f der am Anfang von 12. charakterısterten 
Art gibt, für welche G(f)=g gilt. Zu diesem Zweck nehmen wir an, es 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 4. 4] 
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seien /, und /, /-Funktionen der genannten Art und es gelte G (()=@(f,)=9. 
-/ - ': eine Funktion aus der zu (12.) gehörenden Schar. Wir 
haben außerdem & —p. Somit ist auch »& eine /-Funktion der genannten 
Art. Es ist ferner 


Ü f: )4 (F Ef), (a: 4 ll , 2) + (beb) (e) 


_RHr HH HAHN” — 
— Z re 


._ 


Dann ist 


Also wird 
rn) 


wobei = hl eine Funktion aus der zu (12.) gehörenden Schar bedeutet. 


bezeichnen wir noch die untere Grenze von Y’+z"”-+z” (für variable ’) 
mit 7, so haben wir 


Vo +o"+wo"<Vgy— g, g- ((w) <VP-g, g=0 2 

l;s folgt hieraus, daß |z|, 7], |2"| gleichzeitig beliebig kleine Werte 
annehmen können. Bezeichnen wir nun für den Augenblick mit c,,%, 6; 
die Parameterwerte für die Funktion z, erinnern wir uns ferner dessen, was 
wir im Anschluß an die Gleichungen (18.) gesagt haben, so sehen wir, daß 
G=6=6=( sein muß. Wir haben also „=0 d.h. =/f,. Damit ist die 
hichtigkeit unserer Behauptung bewiesen. Wir können jetzt sagen: FHlaben 
war pP. 0) fest UL werhlt. so geht PS in den der (Gleichung (12.) somte ıhren 
serwandten entsprechenden Scharen stets eine und nur eine Funktion, welche 
den Bedingungen I Ps G(f)=Y gentüge leistet. 

14. Wir werden jetzt zeigen, daß diese Funktionen, ebenso wie ihre 
Ablı chung n erster und zwerter Ordnung, ım weiteren Sınne mit den Perioden 
Er a, periodisch sind. 

Es mögen für das Phasensystem s,,53,...s, die Funktion und ihre 
Ableitungen mit /, /', /", die Parameter mit c,, €, «, bezeichnet werden. 
Wir nehmen versuchsweise an, /, /,/" seien nicht sämtlich im weiteren 
Sinne periodisch mit den Perioden @,,&;,,...«@ 


ds N -V 9-0 . r . ” 
3 und 9 so auswählen, dab „Sich von ganzen Zahlen beliebig 
104 m 


I 
wenig unterscheiden, während 


‚ Dann kann man /-Werte 


m 


Nach dem obigen ist nämlich 9>>V0. 
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(19) WOI-FOFHFEI-F OFF" HR >0 
(4 bedeutet eine gewisse positive Konstante, welche nicht von der 
Wahl der 9, #9 abhängt) 


gilt. Wir wählen eine unendliche Reihe von Paaren 9,9, für welche die 
oben genannten Unterschiede von ganzen Zahlen nach 0 konvergieren, 
während stets (19.) gilt. Setzt man für 9, # die genannten Paare, so hat 
die Stelle mit den 8 Koordinaten x(9), v(#), W(9), (I), u(O), v(0 
«(0),v'(0) eine Häufungsstelle %,, "4, 9, %9, %, 9a, 0,05. Man kann aus 
der Reihe der 9,6 eine zweite unendliche Reihe so wählen, daß die v(9), 
(9), (#9), v"(F), (0), (0), (0), (0) nach Us, U, Ug, Uy, Ugs Ur U, 
konvergieren. Da ut). "(NY-u(t).e ()=C#0, so ist u, 0, u), 
Die mit ut kongruenten Phasensysteme haben eine 
Häufungsstelle FR 00 wobei auch Sijy...5, ein Phasensystem darstellen. 
Wir können aus der zuletzt erwähnten er eine weitere unendliche 


« 


Reihe so wählen, daß gewisse mit . +, + kongruente Phasen- 
2 Ü 
systeme nach s;,...s,, konvergieren. W ihlen wir die entsprechenden Ele- 
\ b : iM 7 
mente der 0-Reihe, so konvergieren gewisse mit ss + ,...s„+ _ kongruente 
: Ü & er 


! 


Phasensysteme ebenfalls nach s;, ... s 


Wir fassen die Gleichung mit den Phasen s;,...s', ins Auge und 
wählen diejenigen zwei unabhängigen Lösungen derselben U, N, die durch 
U(O)=u,, U’(O)=u, und V(O)=r,, V’(0)=r', charakterisiert sind. Dann 
bilden wir 


«b 6, zum. tn 
$' = c2UU +6(U) +U'V .2VvV' 


p'=a(2U"-2U"plts Dherriae, 1 ))+e(2V"-2V?plt.s")). 


Hierbei bezeichnen «,,c,,c,;, die am Anfang unserer Nummer erwähnten 
Parameter. Wir bedenken nun, daß v(t+ 9). »({+%) Lösungen der Gleichung 


« ‘ 
L 


. J . e ” 
mit den Phasen s tet sind. Indem man in der 9-Reihe genügend 


in 


weit geht, kann man Canhönhin: daß u(9), ) und #(9), (9) den U/(O 
U (0) und RT: (0) beliebig nahe Yon: Bu die Phasensysteme 


. +—,.+8+ " dem Phasensystem s;,... s, (abgesehen von ganzen Zahlen) 
ar Ä ‚aD; 


| @,. 


Hl 
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beliebig nahe liegen. Man kann also durch genügend weite Fortsetzung 
der 9-Reihe erreichen, daß «(t+9), «(t+%9) und v(t+9), v'(t+9) sich 
in einem vorher beliebig ausgewählten /-Intervall den Funktionen U (N), U’) 
und FH), I (fd) beliebig nahe anschmiegen. (Man vgl. die Betrachtungen 
in Nr. 10.) Dasselbe kann man hinsichtlich p (?+ 9, s) einerseits, und g(t, s') 
andererseits erreichen. Hieraus folgt dann weiter, daß man entsprechendes 
für /C+9N), /at+9, f'(t+9) einerseits, und PD (N), &'(Ü), 2" (tl) andererseits 
erreichen kann. Da nun /(+9) >p, so ist folglich ?(N)>p, und da 
















VCH AN HAHN) <I 


so auch 

POP O HP ON <I 
Somit ist @(P)<g. Andererseits ist G(D)>yg und daher G($)=y, 
Hieraus folgt, dab &(?) nichts anderes ist als die von uns im vorher- 


gehenden eingeführte spezielle /-Funktion für das Phasensystem s; 5, 


Ye 


Wir bezeichnen, um dies anzudeuten, PH=/,), PH=-KlM. P'O=f;(Ü 

Wir wählen nun die beiden unabhängigen Lösungen /,, M der Gleichung 
mit den Phasen 5), ... s„, die durch Z(O)=w,, L’(0)=u, und M(0)=v,, 
\'(0)=v', eharakterisiert sind. Dann bilden wir 

Y—=c1’+6,LM+re,M°, 

Y' =c2Ll+c(LM'+LUM)+c,2MM', 

"= c,(21”—-21’p(t,s))+(2UM'—2LMgp(t, s')) 

+, (2M"—2M’y(t,s')). 


Genau wie für die Funktionen P,&', b" zeigen wir, daß 


rn=hd,  PFO=-hO 7 PFO=KM. 


Bei Fortsetzung der 9-Reihe und #-Reihe haben wir 


(N) ec Zug, +6, (ur; + Ug0)+ 200, = PB (O)=fı(0), 
"N>cal2uy—2u,p (0, s))+ (2uyr,—2ugr;p(0,s')) 

+ 6,(20,-20,p (0, sS))P"'(O)=/,(0), 
W)-PO)=A0N, FO-FO- RO, FO-FON=-AN) 


Lim VAL H-F OH NT") =0. 
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Nun ist aber die links stehende Wurzel stets —>qg>0. >omit sind wir zu 
einem Widerspruch gelangt. Wir müssen daher unsere versuchsweise ge- 
machte Annahme aufgeben. Es sind daher /, /’, /" sämtlich im weiteren 
Sinne periodisch mit den Perioden &,, &,... @,. 


Wir haben uns jetzt von der Richtigkeit des folgenden Satzes über- 
zeugt. us seien dıe zu Anfang der Nummer 10 formulierten Voraussetzungen 
erfullt; es sei ferner eine positire Zahl pP beliebig gewchlt, ls existieren dann 
drei Konstanten 9, 92, 9, von der Beschaffenheit, daß die Funktion 


f= g, u + 29; un +g; 1” 


der Bedingung f>p genügt und daß f, f', f ım weiteren Sinne periodische 


Funktionen mit den Perroden O1, Oay ed, Sind, 


15, Im folgenden benutzen wir den Umstand, daß man die lineare 
Differentialgleichung + Xr=0 „integrieren“ kann, wenn eine Funktion 
F(f) bekannt ist, von der man weiß, daß sie in der Form A, u’ +A,un + /h;,r 
darstellbar ist. (x, » sind zwei unabhängige Lösungen, /,, /,, /, Konstanten, 
die nicht sämtlich verschwinden.) 

Indem wir die am Schlusse der vorigen Nummer gebrauchten Be- 
zeichnungen beibehalten, beweisen wir zunächst, daß 4, —-g>0 ist. Wir 
haben, indem wir der Kürze wegen für g(/,s) bloß p schreiben, 


f snWt+2gur+gv, 
f zn 2 [9 7 W+g,(H "+ u) +9®V v], 
anne 

=: (ur +2guW+ge”)—2pf. 


Hieraus folgt, wenn die Gleichung vv" —w"=c berücksichtigt wird, 


1 All Mi ii N 02 2 

I Tehth)e-pf 
Wir machen nun zunächst versuchsweise die Annahme ,,—9<0. Wir 
setzen, indem wir mit « irgend eine Konstante bezeichnen, 


lt 


> zZ 4 
=] fetamnn) fi o=|c] 1n—49, 4;» 
a 
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Dann ergibt sich 


o 


En et 0 f 
Br.n 4f’ Hi P 









Es ist also s eine Lösung der Differentialgleichung (12.). Wir finden 



























log 2—log yf _ pad 
c vo; 1,9: = f 4 


Da für alle? = zwischen endlichen Grenzen bleibt und f>>p gilt, so ist 
für alle / 
7 dt ne} 


Be ’ 


wobei ( eine Konstante bedeute. Nun haben wir aber /— X, wobei X 
eine positive Konstante ist. Für 2>a finden wir also 


“dt Z + dt a 1 
/ f- / KK: 


— 


2 . R a t dt ‚ . 
Somit kann nicht für alle / / 7 CU gelten. Infolge des auftretenden 
Widerspruchs müssen wir unsere versuchsweise gemachte Annahme fallen - 


lassen. 
Wir machen nun zucertens versuchsweise die Annahme ,,— 9% 0. 
In diesem Fall setzen wir s=Y/ und erhalten 
l’z > rn __ gif 
, d - Ze ff EEE ie 
dt 4f* 


Also ıst // eine Lösung der Gleichung (12.). Eine zweite von der vorigen 
unabhängige Lösung ist 
fd 
V/ 7 
" 


dA 


Da unsere Gleichung nur endliche Lösungen besitzt, so gilt für alle / 
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wobei @ eine positive Konstante bedeutet. Da immer /——-p, so haben wir 
für alle / 
dt _@G 

(H<2 

7! E mM 
Daß dies unmöglich ist, erkennen wir, wie im vorhergehenden Fall. Wir 
müssen daher unsere versuchsweise gemachte Annahme aufgeben. Somit ist 
NR—RDO. 

Wir setzen nunmehr 


z=YVf cos £ Vn%— 9: e; f + |, 


wobei A, irgendwelche Konstanten sind. Dann ist 


I’ z ur, "f'—4c’(g9,9.— 4?) 

‘ . :( ff 7 E Bi 7 )= z(— p). 

dt 4/ 
Somit ist z eine Lösung der Gleichung (12... Die allgemeine Lösung 
unserer Gleichung hat also die Form 


v=aVfeos(h [ F)+eVfsin(h f ), 


Aa 


. > . . I . . D 
wobei A=cYy,%—9 ist. Setzen wir noch f =Ät, so ist A eine im 


weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden «,,%,...«@,. ie 


ie 
besitzt Ableitungen /? und /, von denen das gleiche gilt. / ist für alle / 
— als eine positive Konstante. Die allgemeine Lösung wird 


ii F Rdi ie & Rdi 


20. =, — “a 
"U TO \öa YR 


Statt dessen können wir auch schreiben 


= z oos( Rdt-+ c); 


wobei 4 und c, willkürliche Konstanten sind. Aus den Eigenschaften von 


‚0 
It folgt, dab / dt eine Größe ist, die mit wachsendem « abnimmt und 
[0 
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jeden reellen Wert einmal annimmt. Man kann hiernach das allgemeine 


Integral in der Form 
l: 


21.) u iu) [ Rat 





schreiben, wobei 4 und c willkürliche Konstanten sind. 


". Die reduzierte Differentialgleichung (Schluß). | 
16. Es möge die Differentialgleichung 


d’x 


dt” 


DV 
IV 
u 


+PNx—0 


r4 


vorliegen, wobei #(f) eine für alle ? definierte im weiteren Sinne periodische 
Funktion mit den Perioden «,@,...«, bedeutet. Wir machen die Voraus- 
setzung, daß die Gleichung (22.) zwei unabhängige, im weiteren Sinne mit den 
Perioden bi, b,, ... b, periodische Lösungen besitzt. Denselben Charakter haben 
dann alle Lösungen von (22... Da infolge der genannten Annahme die 
Itesultate des vorigen Kapitels anwendbar sind, so können wir zwei unab- 
hängige Lösungen in der Form 


) f a 
u= cos Rdt, v = — sm Rdt 
PR ey 


darstellen. Hierbei ist / eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden @,,%,...%,. $ie besitzt Ableitungen A’ und A”, von denen 


> 


das gleiche gilt. ZA ist für alle # > als eine positive Konstante. Wir 
können nach dem Gesagten die positiven Konstanten «@,b so gewählt denken, 
dab für alle ra R<bd gilt. 


Wir führen nun folgende Bezeichnungen ein 


der = —] "+ v, p 7 Rdt. 


p wächst mit wachsendem it, und wir haben p(t) — pt) <b h—t|. Liegen 
.—t1. t —t, r .. z. » ‘ 
, y, "ganzen Zahlen genügend nahe, so werden gemäß der zu Anfang 
) ) 


du 


I I 
dieser Nummer formulierten Voraussetzung 


A=r, 608 9 —r, C08 Pr und B=r, sing, —r, sin a 
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absolut beliebig klein.) Dasselbe gilt hiernach von 


A» r,sin p — B-r,- 608 = r,r, sin (9, — Yı) 
und 
A-r, 608 p + B-r, sin ,=1r,r, 608 (m — Yı)—?; 
— rr,|eos(p; = fı) -11+r,(r, —r:). 
Dasselbe gilt also auch, wie leicht zu sehen, von sin (,—y,) und 
cos (p—Y,)—1. Somit wird auch der Unterschied von 9,—y, von einem 


/ ee 
f \ ” r N 
/, 4 ng ( / j UV) ganzen 


u 


1 
Zahlen genügend nahe, so haben wir p(!+T)—yp() = n-2n-+e, wobei |e| 


Vielfachen von 2n beliebig klein. Liegen also 


I 


-) 


beliebig klein ist. Ist 7 in der Weise fest gewählt, daß immer |e|< 
angenommen werden kann, so folgt aus der Stetigkeit von p, dab für alle / 
n denselben 7" entsprechenden Wert hat. Es sei nun 7>>1 in bestimmter 
Weise so gewählt, daß |e|<g gilt, wobei q eine beliebige der Bedingung 


7E .. .,. r xx rY® 
7<-, genügende positive Zahl bedeutet.) Wir haben 


Y t+N)—y (f) -n.2nte, 
p(t+2T)-y(t+ T)=n.2nte, 


f (t+ vT)—-p(t+(r-— 1)M)=n.2n}+ E 
p(+T)-pW=r[n.224+ ++ te], 


5 
&2|y ..+ 18, <Q. 
Ist nun 9=r.T+%9 (die ganze Zahl »>0, 0 <I<T), so wird 
PyE+N)-yH=PyÜ+N-pl+rT)+tplttrT)—g() 
— v\n.2 T+ or + 'b I) 


(!z! bedeutet eine Zahl, deren Absolutwert <>) 


). 
Somit 
Kr (PT\ 2n . |b 
ER Wegner BE ee AMT Fa 
0 ik a ER Fr I1\ A: 
T+1,| +15 Er] 


*) Die Indices 1 und 2 beziehen sich auf t, und £,. 
**) Eine solche Wahl von 7 ist immer möglich. 
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Wenn v genügend groß ist, so haben wir 


(+0) — p(t 2 
Zn. Mn. n+i2g- 














Dies tritt immer ein, wenn 9>ÄK, wobei Ä eine gewisse positive Konstante 
bedeutet.”) Ist , >K, &,>K, so gilt 


9: uhr I— I) _ PR +I)— ei 
(BR) 0, 0 


2 


—4g. 


Wir sind jetzt zu folgender Aussage berechtigt: Es ser q eine behebig 
gewählte positive Konstante. Es gibt dann eine positive, q entsprechende Kon- 
stante K von der Beschaffenheit, daß die Ungleichung (23.) stets gilt, sobald 
0, und 0, größer als K sind, welche Werte im übrigen t,,t,, 0,, 0, auch haben 
mögen. Hieraus schließen wir: Es gibt eine solche Zahl o, daß man 


p(t+0)— y(t) 


0 er] 


beliebrg klein machen kann (und zwar gleichzeitig für alle t), indem man 6 
genügend groß wahlt. 

Um dies zu begründen, mögen ®, 0", 0"... so angenommen sein. 
daß sie nach © konvergieren. Man wähle, #, 0", 0" usw. entsprechend, 


Bi 


2 rs 


nach Belieben. Dann konvergieren 


g(t' +0) 227 ge" HON)— El"), 
0’ 0" 


b) 


nach einer bestimmten Zahl; denn die Unterschiede zweier Glieder der 
letzten Reihe können absolut beliebig klein gemacht werden, indem man 
eine genügend große Zahl der ersten Glieder ausschließt. Die genannte 
Grenze sei o. Es werde nun 20 beliebig gewählt. Wir bestimmen 
dann #>>0 in der Weise, daß 
pt) — ph) _P+ I) rl) | 8 
| M 0 | 2 


’ 


wenn 9, >k und 9, >k, Ferner bestimmen wir einen so großen Index o, 
daß das Glied 
pt + H)— pt?) 
0° 


) Wir denken uns X so gewählt, dab alle Zahlen, die >K sind, 0-Werte 
darstellen. 
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aus der vorhin genannten Reihe den Bedingungen 


te + I)— gt ’ 
p(t+ 2 4 Fe <£, 09 —>k 


genügt. Ist nun #>%, so haben wir 


yet +9) —yÜ) _ PERL) — I) — % 
0 08 u % i 


pt? +O)— pltt) a 


- 


0 


u? 
- 


IV 


Also 


g(t +0) — o(t 

sein 2 ER EN 

0 

Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen. Ir behaupten 

nun ferner, dapß w(t) = pt) — o-t ım weiteren Sinne perrodisch ıst mit den 

Perioden b,,bs,...b,. Den Beweis für diese Behauptung zeben wir in der 
19 ? u >: = 


nächsten Nummer. 
17. Wir nehmen versuchsweise an, unsere Behauptung sei nicht 


richtie. Dann eibt es eine solche Konstante „>>0, dab folrendes eilt: 
o o d ’ > o 
ar 
Allein durch die Bedineung, daß ?-— (=1,2,... u) sich von ganzen Zahlen 
> ’ h. ei | D 
genügend wenig unterscheiden, kann |w (4) — w(t,) nicht <y gemacht werden, 


Man kann daher Werte ? und {+ (7 >>0) derart angeben, daß 


I 
b 
sich von ganzen Zahlen beliebig wenig unterscheiden, während w(i+r) 
-yHI>yr- 
® .. . .. \ . er \ Ba 7T 
Wir wählen nun eine Größe Ö der Bedingung 0 <.J<- 


.) 


(= 1. 2. ... «) 


gemäb, 


sonst beliebig. Unterscheiden sich dann ; (=1,2,... u) von ganzen Zahlen 
um weniger als eine bestimmte positive Größe, so haben wir y!+T)— g(f 
—n-2nte, je) <0. n ist r zugeordnet, ändert sich aber mit ? nicht. (Man 
vgl. den Anfang der Y betreffenden Erörterungen in der vorigen Nummer.‘ 

Nunmehr denken wir uns /=4,, 7=7,>0 so gewählt, daß w(4,+r, 
ve) >Y, PyÜ+T)-yMD=n-2n-+te, je)<0. Lt ist hierbei beliebig, 
n fest. Wir haben 


v(h +) vl)=plh+ rt) - pet) -on—n-2n+E—0OrT,, 
gt 2r)—-ylu+rn)- onen: 2a +8, —or,, 


12” 





306 Bohl, über eine Differentialgleichung der Störungstheorie. 


yh+3n)— pl +27,) - onen 2n+e— OT, 


plt,+rr)— y(h+r— 1)7,)— or,—n-2n-+e,—OT,, 
(tu 1)— w(t,) >y; &, ie, PR <ie, 


n-2n—or,+8 >yY, |n-2a—or,)+0>y, In-2n-on >y-—0, 


pt, + v-Tt,)— @(t,) u EEE EVENT 7% 
v+T, T, v-T, I 
Put) _ a 5 he d  y—20 
ie T, T, in 7 


. . . \ . er 7U .. .. 
Dies gilt, wie man auch Ö der Bedingung 0<0<-, gemäß gewählt haben 


f; or? er 2 
y; dann ist 20<,, y-20>,, > 


möge. Wir wählen d< > 
21, 


_ 


0 


Nach einem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze können wir 


Yy (t, a u) p(t,) IR < Y 


u .) 
v-T, Br. 


machen, wenn wir nur v genügend groß wählen. Dies ergibt einen Wider- 
spruch zu dem eben gefundenen Resultat. Somit müssen wir unsere ver- 
suchsweise gemachte Annahme (vgl. den Anfang von Nummer 17) fallen 
lassen. Wir haben daher 


5 Rdt=g(f)=0-t-++ im weiteren Sinne per. Funktion m. d. Per. b,,...b,. 
f 

Nach Nummer 7 ist o der konstante Teil von R und der zweite Sum- 
mand der rechten Seite «st eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden &,,O2y er. On: 

18. Die Voraussetzungen, unter welchen das Resultat der vorigen 
Nummer abgeleitet wurde, können durch allgemeinere ersetzt werden. Ks 
genügt nämlich die Annahme, daß die Gleichung (22) zwei unabhängıge 
Lösungen besitzt, von denen die eine » im weiteren Sinne persodisch mit vurgend 
welchen Perioden ıst, während die andere für alle t zwischen endlichen 
(rrenzen bleibt. 

Um diese Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir mit 5b, bay... b 
ein Periodensystem von &; dieses System wählen wir so, daß die o,, @&,... @ 


4 


m 


unter den Ö,, ds, ... 5, vorkommen. Eine solche Wahl ist natürlich möglich, 








wn 
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da man jedes Periodensystem durch beliebige von Null verschiedene Größen 
ergänzen kann. Nach der am Anfang dieser Nummer gemachten Voraus- 
setzung können wir zwei unabhängige Lösungen von (22.) in der Form 


i En 
je cos / Rdt, De sin / Ndt 
KR: = IE. 


0 


schreiben, wobei bezüglich /? dieselben Aussagen gelten wie am Anfang von 
Nummer 16. Wir haben 


VSCULLCHV 


Yat® | c 


ner ef Rd 
‚R Were a, dt ef, | 


un ‚s 
« | ( 
i ] 2 


„VE+E al f Rdt+e) 


Vk 


Hierbei bezeichnen c,, ,, @ gewisse Konstanten, von denen die beiden ersten 
nicht gleichzeitig verschwinden. 


dw i „ j . . 
Tal wo liegt offenbar für alle / zwischen endlichen Grenzen; dasselbe 
( 
PER t d’e st „ e ’ . 
gilt daher von f „gr di= / w"dt. Nun zeigen aber unsere Voraussetzun- 
( « 
0 0 


gen, daß ©’ im weiteren Sinne periodisch mit den Perioden D,,b,,... db, ist. 
Wir schließen daher aus dem Gesagten, daß auch w' eine im weiteren 
Sinne periodische Funktion mit den Perioden Ö,, b,,... db, ist. Es gilt ferner 


0 — — eh: cos (frart )— | ; ve ft sin ( / "Rdt «) 


R |} 7 76 .: “ 
=-5go—h VR sin(/ Rdt+e); 
N “ 
P w -+ 0) 
di Te PR >R ® i “ . 
vate sin ( / Rdt+ ) = ‚»— =i. w. $. per. Funkt. m. d. Per. b,, ... b,. 
VR un 


Nun ist aber 


ir nl fRdt+ a) 


eine von »® unabhängige Lösung der Gleiehung (22.). Wir sind damit 
wiederum zu den Voraussetzungen von Nummer 16 gelangt; unsere Be- 
hauptung ist daher bewiesen. 
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19. Es möge die Differentialgleichung 





.. x 
(24.) a tPO-r=0 


vorliegen, wobei $(?) eine für alle ? definierte im weiteren Sinne periodische 
Funktion mit den Perioden «,, «,... @, bedeutet. Die Gleichung (24.) möge 
zwei unabhängige zwischen endlichen Grenzen bleibende Lösungen be- 


sitzen. Dann kann die allgemeine Lösung von (24.) nach Kapitel IV in 
der Form 


(25.) gi a cos [Rai 


dargestellt werden. Hierbei bezeichnen % und c Integrationskonstanten. 
[! ist eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden 
, 0... Die besitzt Ableitungen A’ und A”, von denen das gleiche 
gilt. A ist für alle 2£> als eine positive Konstante. Wir wissen aus 
Nummer 17, 18, daß (24.) dann und nur dann eine im weiteren Sinne 
periodische Lösung besitzt, wenn [Rat in der Form 


0 


(26.) [ Rat=o.t4 i. w. 8. per. Funkt. 


darsteilbar ist; im letzteren Fall sind alle Lösungen im weiteren Sinne 
periodisch. Man könnte nun die Frage aufwerfen, ob nicht die zu Anfang 
unserer Nummer gemachten Voraussetzungen hinreichen, um die Darstellbar- 
keit von [Rat in der Form (26.) zu gewährleisten. Diese Frage ist, wie 


u 


wir zeigen wollen, in verneinendem Sinne zu beantworten. 

Zu diesem Zwecke wählen wir eine Funktion g(f) der in Nummer 8 
angeführten Form und bestimmen hierauf eine Konstante e in der Weise, dab 
e+g(f) für alle t größer als eine gewisse positive Konstante wird. Der 
Ausdruck 

a TE / le+9 (Nldt 
Ye+p(t) , 


3 


stellt dann das allgemeine Integral der Differentialgleichung 


(27.) ee Pe ee 
BER dt’ 


4(e+9@)’ 
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dar. Diese letztere Differentialgleichung ist von der Form (24.) und hat 
nur zwischen endlichen Grenzen bleibende Lösungen. Besäße nun Gleiehung 


(27.) eine im weiteren Sinne periodische Lösung, so müßte / e+yp(N)|dt 


in der Form u 


t 
PS le+p(M]dt=6.t-+ i. w. 8. per. Funktion 


darstellbar sein. o wäre der konstante Teil von e+g(f), d.h. =e. Wir 
hätten also 

[s (D)dt= i. w. >. per. Funktion. 

0 

Dies widerspricht aber dem in Nummer 8 gefundenen Resultat. Also 

besitzt die Gleichung (27.) ungeachtet dessen, daß sie den am Anfang von 
Nummer 19 genannten Voraussetzungen genügt, keine im weiteren Sinne 
periodischen Lösungen. q. e. d. 


VI. Die michtreduzierte Differentralgleichung. 


20. Die Behandlung der nichtreduzierten Differentialgleichung gründen 


wir auf ein allgemeines T'heorem, zu dessen Darstellung wir nunmehr über- 
gehen. Es möge das System linearer Differentialgleichungen 


dx 

Fr — Put + Pı2 ta + ge + Pın!'n + Rt, 

da, _ ua en R 
(28.) = Dad + Pat Panda Ra; 

dx, R 

dt — Prrtı + Pa2t2 ++ Pant + L, 





vorliegen. Hierbei bedeuten die p,, und /, für alle / definierte im weiteren 
Sinne periodische Funktionen mit den Perioden «,,%,...%,. Wir bilden 
nun die allgemeine Form eines „mit (28.) verwandten“ Systems, d. h. eines 
Systems, welches aus (28.) erhalten wird, indem man die p,(N, AR, dureh 
Pix (E01, O2, 0.0), Bulk, 01, 02, +: 0,) ersetzt; 0,,02,... 0, ist dabei irgend 
ein Pbasensystem. Man erhält 


(29.) = =pult, a + pet, )R ++ +pu(t, 0)a„+ R;(t, 0). 


(i=e1,2,...%) 
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Auberdem schreiben wir das (29.) entsprechende reduzierte System 
das System 


(30.) = = Pu (t, 0), + Palt, + "+ Put Var. 


(i=1,2,..%) 


an, d.h. 


Theorem. Es ser bekannt, daß wenigstens für ein bestimmtes spezielles 
Phasensystem die Gleichungen (29.) eine Lösung besitzen, deren absoluter Betrag 
nicht beliebig große Werte annıimmt.”) Andererseits sollen die Differential- 
gleichungen (30.), wre man das Phasensystem auch gewählt haben möge, 
niemals eine Lösung besitzen, deren absoluter Betrag wohl beliebig kleine, nicht 
aber beliebig.große Werte annimmt”) Dann besitzen die Differentialgleichungen 
29.) bei allen Phasensystemen mindestens eine Lösung, deren Elemente ım 


weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden 0,,0,,... 0, sind. 


Ehe wir uns mit dem Beweise dieses Satzes beschäftigen, wollen 
wir einige Worte über die gemachten Voraussetzungen sagen. Die letzteren 
zerfallen in zwei Teile, wobei in der obigen Formulierung der zweite "Teil 
mit den Worten „Andererseits sollen die Differentialgleichungen (30.) usw.“ 
beginnt. Man könnte die Frage aufwerfen, ob überhaupt unter Umständen 
dieser zweite Teil der Voraussetzungen nicht erfüllt sein kann. Dieser Fall 
kann, wie wir zeigen werden, bereits bei der Differentialgleichung 1. Ordnung 

(31.) E = Put 
eintreten. Es sei nämlich p,, eine für alle ? definierte im weiteren Sinne 
mit den Perioden «,, &, ... @,„ periodische Funktion. Der konstante Teil von 
?1, sei gleich Null und p,, besitze kein zwischen endlichen Grenzen bleibendes 
Integral. Die Existenz von Funktionen mit diesen Eigenschaften haben wir 
in Nummer 8 bewiesen. Ferner ist uns aus Nummer 9 bekannt, daß man 
ein solches Phasensystem 5, 5a, +... 5, finden kann, daß 


BR; 
(32.) / Pu (lt, Ydt<0 


0) 


gilt. 


*) Mit dem Namen „absoluter Betrag der Lösung mit den Elementen ,, @,, ... @n“ 
bezeichnen wir die Funktion Ya?+@2 ++ -+@7. Nimmt der absolute Betrag unter 
anderem Werte an, die größer (kleiner) sind als eine beliebig gewählte positive Zahl, so 
sagen wir, er nehme beliebig große (kleine) Werte an. 

*") Von der Lösung & =2,='+"=a,„=0 sehen wir dabei natürlich ab. 
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putesat 

ze er} 
ist eine Lösung von 

= =Pull, s)w. 
Der absolute Betrag der betrachteten Lösung, d.h. x, nimmt offenbar be- 
liebig kleine Werte an, da das Integral (32.) nicht zwischen endlichen 
Grenzen bleibt. (Man vergleiche den Schluß von Nummer 7.) Damit ist 
die Richtigkeit unserer Bemerkung bewiesen. 

Ungeachtet des eben gesagten kann man die weitere Frage auf- 
werfen, ob der zweite Teil der Voraussetzungen nicht fortfallen kann. Diese 
Frage muß ich vorläufig unentschieden lassen. Nach dieser Abschweifung 
gehen wir nunmehr zum Beweise unseres T'heorems über. Diesem Zweck 
ist der Rest dieses Kapitels gewidmet. 

21. Es möge, der Voraussetzung entsprechend, eine solehe Lösung 
2 (D,(d,..0,(0) der für das spezielle Phasensystem o,, o,,... 0, gebildeten 
Gleichungen (29.) vorliegen, daß ihr absoluter Betrag < % bleibt. 0,,0;,... 0, 
sei irgend ein zweites Phasensystem. Es gibt solche /-Werte, dab 


t t ! 2 . r . . . 
+95 —0,,..— +0,06, sich von ganzen Zahlen beliebig wenig unter- 
104 104 


ILL 
y . 


scheiden. Es gibt auch solehe /-Werte, daß die genannten Größen sich von 
ganzen Zahlen beliebig wenig unterscheiden, während x, (N), ...2,(/) von 
festen, der Bedingung Ya; +--+a,— %k genügenden Größen «,,@,,... «a, be- 
liebig wenig abweichen. Dies folgt leicht mit Berücksichtigung des Um- 
standes, daß für alle  Yar+--+2,<% gilt. Wir bemerken ferner, daß 
x (+7), ...2,(£+r) den Gleichungen (29.) genügen, wenn als Phasen 
Größen genommen werden, die sieh von — +0... +0, um ganze Zahlen 


a, 104 


unterscheiden. Man kann nun nach dem gesagten 7 so wählen, daß 


T N T . ’ ‚ 
* Z +0... + 0, sich von o/, ... 0, abgesehen von ganzen Zahlen, 


l m 
beliebig wenig unterscheiden, 
2. 2, (r),...2,(r7) den Zahlen «,,... a, beliebig nahe liegen. 
Man kann also 7 so wählen, daß 
1. &(t+r),...2,(£+r) den Gleiehungen (29.) genügen, wenn als 
Phasen Größen genommen werden, die sich von o/,... 0, beliebig wenig 
unterscheiden. 
2. ,(7),...x,(r) den Zahlen «a,,...@, beliebig nahe liegen. 
Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 4. 43 
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" 
ni 


gebildeten Gleichungen (29.) ins Auge, deren Elemente für =0 die Werte 


Wir fassen nun diejenige Lösung &,,... $, der für die Phasen o,,... o 


yy... cd, annehmen. Wir behaupten, daß für alle / Y?E+ +2 —k eilt. 
Zum Beweise nehmen wir versuchsweise an, es sei VY£&+-- +2 >% fürt=T. 
liegt dann eine Lösung 7],,...», der Gleichungen (29.) bei ev. von o,, ... 0) 
verschiedenen Phasen vor, so wird für = 7 auch YrR + --+n}>k gelten, 
wenn nur die neuen Phasen genügend nahe o,,... o, liegen und »,, (0), ... n,(0) 
sich genügend wenig von a,,...«, unterscheiden. Nun kann man aber nach 
dem obigen 7 so wählen, daß &,(t+r),...2,(t+r) eine Lösung der Glei- 
chungen (29.) darstellen, wobei die Phasen o,,... 0), beliebig nahe liegen 
und x,(7), 23(7),...x,(7) den Zahlen a,,@,,...«, beliebig nahe kommen. 
Somit wäre es möglich, 7 so zu wählen, daß 


Val+ + + >, 


was dem obigen widersprieht. Somit gilt immer 
VAtEt+ trank. 


Wir haben also gezeigt: Besitzen die Gleichungen (29.) für eın System der 
Phasen eine Lösung, deren absoluter Betrag < X bleibt, so gilt dasselbe für 
die Gleichungen (29.) bei allen Phasensystemen. 

22. Für ein gewisses Phasensystem mögen die Gleichungen (29.) 
eine Lösung besitzen, deren absoluter Betrag für alle * <A ist. Das genannte 
Phasensystem legen wir zunächst unseren Betrachtungen zugrunde. Die 
Zahlen A, für welche Lösungen existieren, deren absoluter Betrag <-h bleibt, 
haben eine untere Grenze y<k. Man kann zeigen, daß y selbst zu den 
Zahlen A gehört. Zum Beweise nehmen wir versuchsweise das Gegenteil 
an. Dann gibt es in beliebiger Nähe von g Zahlen h, welche der Bedingung 
g<h<h genügen. Es ist, wie leicht zu sehen, möglich, Lösungen anzu- 
geben, deren Elemente für ?=(0 gewissen festen Zahlen a,, @,,.... a, beliebig 
nahe kommen und deren absoluter Betrag für alle? —<% ist, während / sich 
von y9 beliebig wenig unterscheidet. Wir fassen nun eine Lösung ® ins 
Auge, deren Elemente für ?=0 gleich a,, «s,... a, sind. Der absolute Betrag 
dieser Lösung muß für alle ? gleich oder kleiner als y sein. Wäre nämlich 
für (= 7 der absolute Betrag von » gleich 9+p, p>0, so könnte man 
nach dem obigen Lösungen finden, die sich der Lösung & im Intervall von 
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0 bis 7 beliebig nahe anschmiegen und deren absoluter Betrag für alle / 
zg+£ bleibt. Dies ergibt aber einen Widerspruch. Somit bleibt der 
absolute Betrag von ® für alle ? gleich oder kleiner als y, und es gehört 
daher 9 selbst zu den Größen h. Damit ist der geforderte Beweis geliefert. 
Wir wählen nun ein anderes Phasensystem. Nach Nummer 21 gibt es auch 
dann eine Lösung, deren absoluter Betrag —g bleibt. Es gibt aber keine 
Lösung, deren absoluter Betrag —y<Zg bleibt. Andernfalls würde nämlich 
aus Nummer 21 folgen, daß auch im Falle des ersten Phasensystems eine 
solche Lösung existiert, was nicht der Fall ist. Wir haben somit bewiesen: 
Es gibt eine solche Zahl I: dap jedes der mit einander verwandten Systeme (29.) 
eme Lösung besitzt, deren absoluter Betrag für alle { le ich oder kleiner als 
I bleibt, wahrend keines der mit einander verwandten System (29.) eine 
Lösung besitzt, deren absoluter Betrag für alle t gleich oder kleiner als 
v<Zg bleibt. 

23. Wir werden nun zeigen, daß jedes der Systeme (29.) nur eıne 
Lösung besitzt, deren absoluter Betrag —y bleibt. Zu diesem Zweck wählen 
wir ein Phasensystem 0), 0,,... 0,, fest aus und nehmen versuchsweise an, 
das diesen Phasen entsprechende System (29.) besitze zwei verschiedene 
Lösungen, für welche der absolute Betrag <-g bleibt. Die Elemente dieser 


.. . ’ ! Z 7 A + N L 4 er . 
Lösungen seien 4,2,..%, und 27,23,..2%. Auch 5, ... 7 sind 


Z ! 


.) 

dann die Elemente einer Lösung; ferner sind ©, — x, ...2,— x die Elemente 
einer nicht trivialen Lösung des entsprechenden reduzierten Systems. 
Ve -2) + + +(@,— x,)’ nimmt, wie aus der Voraussetzung folgt, nicht be- 
liebig kleine Werte an; es kann daher eine positive Zahl c so angegeben 
werden, daß für alle / 


Va) te ta) >e 
gilt. Wir haben 


' 


Also 


' 1.2 ! nn. 2 2 
h Ph In tr % " ; 
( tr 1 )++ n a )<$ 5: 
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! ı j " 
.. L KL Un E «dy nd .. 
Der absolute Betrag der Lösung — L byish r ist demgemäß stets 


/ 5) 

’ > ce . R . . . r 
kleiner als | 7’ — 4 <I Dies widerspricht aber dem in der vorigen Nummer 
gewonnenen Resultat. Somit ist unsere versuchsweise eingeführte Annahme 
abzuweisen und unsere zu Anfang von Nummer 23 ausgesprochene Be- 
hauptung richtig. 

24. Die dem Phasensystem 9,, o,, ... 0, entsprechende im vorher- 
gehenden charakterisierte Lösung”) möge mit w;(t, 0,,...0,) (=1,2,... n) 
bezeichnet werden. Wir behaupten, daß alle Elemente derselben im weiteren 


Sınne periodische Funktionen mit den Perioden «,,@s,...@„ sind. Um dies 


für &,(t, 0,,...0,) zu beweisen,”) nehmen wir versuchsweise an, die Be- 


hauptung sei für w,(f, o,,...0,) nicht richtig. Dann kann man eine posi- 
is t' Fr ' 

rn sich von 
a, On 

ganzen Zahlen beliebig wenig unterscheiden, während |w,(f',0') — o,(t!", 0')| > p 


gilt. Bedenkt man, daß der absolute Betrag der Lösungen w;(t, o,,... 0, 
(—=1,2,...n) stets —g bleibt, so erkennt man: Es gibt solche /-Werte { 


| ! 2 
—! t —1! 


7 t ® r . . . 
und 7, daß „sich von ganzen Zahlen beliebig wenig unter- 
ee, In 


scheiden, während o,(f, 0),...©,(f, 0) gewissen festen Werten 41, k,,... X, 
(U, 0), 0, (f, 0) gewissen festen Werten Ay, 4, ... %, beliebig nahe 


liegen. Dabei gilt 


tive Zahl » und /-Werte und f" so angeben, daß 


VYrte+<g Vitet+it<g Iuk-kl>Pp: 


[7 A 


Man kann auch, wie leicht zu sehen, ? und /’ so wählen, daß nicht nur 
die eben genannten Bedingungen erfüllt sind, sondern auch die weiteren, 


’ E t t' ‚ 
daß gewisse, den Größen —+0,,.... +6, kongruente Zahlen, sowie auch 
rn Ä 


in 
2 


. An E { ’ r . m 
vewisse, den Größen +0,.. +0, kongruente Zahlen bestimmten Größen 
" - [04 


ri 


l 
$1 852... 8,, beliebig nahe kommen. 
Wir wollen nun diejenige den Phasen s,,... s,, entsprechende Lösung 4 


. ! ! ! 
ins Auge fassen, deren Elemente für /=0 die Werte 4, Ar, ... k, haben. 


\ 


o,(t+7,0),...o,(t+r, 0°) sind die Elemente einer Lösung, welche den 


T ' [/ N . . r ve \ ae 
Phasen +90,.. +0, entspricht. Die Werte dieser Elemente für = 0 
Ä 
l 


( m 


*) Es ist hier und im folgenden stets von Lösungen der Gleichungen (29.) die Rede. 
! 


**) a ist irgend einer der Indices 1,2,...n; 07. 0,,... 0 1St irgend ein spezielles 
Phasensystem. 
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sind ©,(7,0),...@,(r, 0°). Aus dem in dieser Nummer gesagten folgt, dab 


man 7 so wählen kann, daß w, (r, 0'),...@,(rT, 0°) k,,/a,...%, beliebig nahe 
I ' r 4 .. 
+0, kongruente Zahlen den Größen 
Om 

$1y824... 5. beliebig nahe liegen. Es ist daher für ein beliebig großes, 0 


° [/ ' 
kommen und daß gewisse +9,,... 
a, 


umfassendes /-Intervall möglich, der Lösung 4 eine solche andere (ev. anderen 
Phasen entsprechende) Lösung beliebig genau anzuschmiegen, dab der abso- 
lute Betrag der letzteren stets —<y bleibt. Hieraus folgt, daß der absolute 


nn 


Betrag der Lösung A stets <g ist. Die Elemente der Lösung 7 sind daher 


.. ° AM TORBRRE 0, VORNE T0. 4 S0E EURE DR 


m 


Wir fassen nun zweitens diejenige, den Phasen s,, 53, ... s,, entsprechende 
lösung « ins Auge, deren Elemente für {=0 die Werte 4, / 


2 


U k, haben. 
Wir beweisen genau wie für die Lösung 7, dab die Elemente von .«. nichts 
anderes sind als 


wv, (t, 31, ... 8.) ... 0) , (t, 3 yon nr 


so daß A und « zusammenfallen. Dies ist aber unmöglich, da |A,—4,|>Pp: 
Somit ergibt sich ein Widerspruch; wir müssen daher unsere versuchsweise 
gemachte Annahme fallen lassen. Unser Satz ist damit bewiesen. 


VII. Die michtreduzierte Differentialglerchung (Schluß s 


25. Wir ergänzen das im letzten Kapitel gesagte durch folgenden 
Satz: &s ser bekannt, daß die Gleichungen (29.) aus Nummer 20 für en be- 


m 


stummtes Phasensystem O1, 0), ER 0 eine Lösung besitzen. deren Elemente dr ), 


x, (f), .%,(0) ım werteren Sinne periodische Funktionen mat den Perioden 


0 sind. 


Sul. m 


0,0 


! Zi ! m u‘ 


En. 7 n j 14 . 5 
2,(l, 0, — 9... 9 — On)y u Zul, 6 — Orr ri 
1 l 19 Er l 


m mi 


(wober Ö,, es. ... FOR ırgend ein Phasensystem darstell: N sınd dann die Icl: merke 


m 


einer Lösung der ‚für die Phasen 0), 05, ... 0, gebildeten Gleichungen (29.). 
Um diesen Satz zu beweisen, bilden wir die Gleichungen (29.) für 

Z 7) « . ’ . . y ° ° 
9,=0,,..0,„=0, und bezeichnen mit ®,,®,,...w, die Elemente derjenigen 


n 


Lösung, welche durch die Bedingungen 


0 (0)=2,(0, 1 — 0,... 0, — 0). 0, WR, (0,07 — O1... 9, — 0) 


1 
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bestimmt ist. Mit o, (X), ... ®,() vergleichen wir &,(t+ r),... x,(£+ r), wobei ı 
eine Konstante bezeichnet. Die letzteren Größen sind die Elemente einer 


zu ” T T r 
Lösung von (29.) für 0, = +, ge ont . Wir haben 


1 m 








T T T T 
(+ )=alt, Dre z ea t+ND)=a(t, 2 yo. 3 
l ’ l 


n On 


T T u: 8 T 
(=, (0, ver Kimi 2,()=2,(0,} 2. )- 
1 l 


[ 
Om On 








Nun kann man 7 so wählen, daß die unter einander stehenden Zahlen der 
Reihen 


















' T ' T ! T 
%+_ , Ara u 


2 n 


A ! " ı 2 


Z ! 4 
0, a 01; Os ‘ y ... m FOREN m) 0, Os D) ... OÖ 


m 


sich, abgesehen von ganzen Zahlen, beliebig wenig unterscheiden. Man 
kann demnach x so wählen, daß in einem willkürlich aber fest gewählten 
endlichen Z-Intervall die &,(+7),...2,(£+r) sich erstens den o, (Ü),... ,(t) 
und zweitens den z, (lt, 9 — 9, ... 0, — Oy)y +: In (tb, 9 — O1, +. 0, — 0,) beliebig 
nahe anschließen. Hieraus folgt 


rn 


0, Hd=illt, G—0,:.. 0, — In: dar lt, 9, —0,...0,— 0): 


Damit ist unser Satz bewiesen. 

Es mag an dieser Stelle noch folgende Bemerkung eingeschaltet 
werden. Wir haben in der Nummer 7 des III. Kapitels bereits erwähnt, 
daß durch andere Anordnung unserer Untersuchungen der in der genannten 
Nummer bewiesene Satz unmittelbar als richtig erkannt werden kann. In 
der Tat ist derselbe offenbar ein Spezialfall des im Kapitel VI bewiesenen 
Satzes, 

26. Wir gehen nun zum Beweise eines weiteren Satzes über. 

Es mögen die Differentialgleichungen 


.n dx; AR 
(33.) Fred tt Rat + al, (i=1,2,...n) 


vorliegen. Ilierbei bedeuten die q,, für alle t definierte im weiteren Sinne 
Es ser bekannt, dafs 
diese Differentialgleichungen nur Lösungen mit begrenztem absoluten Betrag 


jertodische Funktionen mit den Perioden «,, Ca, ... @, 
/ 3 ’ 1 


l . 


besitzen. Ferner möge 
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f (ı 7 a2 +++ Jan) dt 


0 
für alle t zwischen endlichen Grenzen liegen. Dann besitzt keines der mit 
(33.) verwandten Systeme 


d 


(34.) = (0) + galt ++ gl), (e1,2...n) 


( 


eıne (nicht triwiale) Lösung, deren absoluter Betrag beliebig kleine Werte 
annımmt. 

Wir beweisen zunächst, daß auch die Gleichungen (34.) nur Lösungen 
mit begrenztem absoluten Betrag besitzen. Es mögen 


1 d, Ua d tn) 
all), Unldy + Umlk), 


Una (t), Un? (N, ... Um) 


unabhängige Lösungen der Gleichungen (33.) sein und ©, ©, ... 0, ein 


m 


spezielles Phasensystem bezeichnen. Man kann die Konstante 7 so wählen, 
daß erstens 


!ıı (t+r), Ha (t+r), or Un (t+ 7), 
Un (+7), Un (lt+T),.. U, (t+T), 


nl +7), Ualt+T), ... U. (t+ 7) 


Lösungen der Gleichungen (34.) für o,, ©,... o,, beliebig nahe liegende 
Phasen sind, und daß zweitens 


!lıı (T), !lıa (T), hie: tn(T), 
!aı (T), ta (T), ... t,(T), 


U, (r), Ua(t), ... Un (T) 


den festen Zahlen 


Ayıy Ayzyor Ayny 


Ayyy Agayoor Aany 
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beliebig nahe liegen. Dies erkennt man mit Berücksichtigung des Um- 
standes, daß die Gleichungen (33.) nur Lösungen mit begrenztem absoluten 
jetrag besitzen. Wir nehmen «@,,4a,...4, @=1,2,...n) als Anfangswerte 
von » Lösungen für ?=0 der für die Phasen o,, ©, .... 0, gebildeten 
Gleichungen (34.). Aus dem unmittelbar vorher gesagten folgt, daß alle diese 
Lösungen beschränkte absolute Beträge haben. Ferner wollen wir zeigen, 
dab die gefundenen » Lösungen von einander unabhängig sind. Zu diesem 
/weck bemerken wir, daß 


tu (t) Ua (M) ({ 
\ I (laut gat 4 Inn) dt 
(35.) DU et _ 


.c 


Un (E) 1,o(f) er Unn (t) 


gilt, wobei die Konstante ce nieht verschwindet. Wie aus dem vorher- 
gehenden ersichtlich, kann ? sich in der Weise ändern, daß die links 
stehende Determinante nach 


Aıı da ... An 


| 

(36 ) an On er da,! 
| Be . 
| 


d,ı dl „2 ..d 


nn 


strebt. Die rechte Seite von (35.) ist gemäß der Voraussetzung absolut 
stets größer als eine positive Konstante. Also ist die Determinante (36.) 
von Null verschieden. Damit ist der Beweis der Unabhängigkeit erbracht 
und wir sind jetzt in der Tat zu der Behauptung berechtigt, daß auch die 
Gleichungen (34.) nur Lösungen mit begrenztem absoluten Betrag besitzen. 

Um nun unseren Satz zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, 
daß die Gleichungen (34.) bei gewissen Phasen s,, ss, ... s,, eine nicht triviale 
lösung Si, 2, +... $, besitzen, deren absoluter Betrag beliebig kleine Werte 
annimmt. Wir wählen außerdem rn —1 Lösungen 1, Hay... U, Yıy Para. ® 
10, Wyy on. 0, von der Beschaffenheit, daß 


n) 





a " 


a 
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von einander unabhängig sind. Dann haben wir 


fe - - 
>ı s2 ®n 
ıt, U, ... U, / [911 (f,s) He + gan (ts) dt 

e { 
vd v, 
a. 


wobei ce eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Nach dem, was 
wir in Nummer 7 des III. Kapitels über die Integrale im weiteren Sinne 
periodischer Funktionen gesagt haben, ist klar, daß 


‚t 


[ml )+ + gm (lt, 9] dt 


0 


für alle 2 zwischen endlichen Grenzen bleibt. Somit ist der absolute Wert 
der links stehenden Determinante immer größer als eine gewisse positive Zahl. 
Der absolute Betrag aller Lösungen ,, U, ... %,, Yyy Uayanı Oyyanı Wyy Way ann W 
ist, wie wir wissen, begrenzt. Würde also der absolute Betrag der Lösung 
5, 5... 5, beliebig kleine Werte annehmen, so würde auch der Absolutwert 
der links stehenden Determinante beliebig kleine Werte annehmen. Dies ist, 
wie eben gezeigt wurde, unmöglich. Wir müssen daher unsere versuchsweise 
gemachte Annahme fallen lassen. Unser Satz ist daher bewiesen. 

27. Wir sind jetzt in der Lage, den noch nicht bewiesenen Rest der 
in den Nummern 1 und 2 aufgestellten Behauptungen zu erledigen. Es 
möge die Gleichung 


AR Rx | { 
(37.) tr O= 


vorliegen, wobei /(/) und Y(f) für alle ? definierte im weiteren Sinne mit 
den Perioden «,, @, ... @,„ periodische Funktionen bedeuten. Wir machen 
dıe Voraussetzung, dap alle Lösungen der gegebenen (rleichung zwischen end- 


x ' } Bun Wii“ L . 
lichen Grenzen biegen. Dann liegt auch für jede Lösung zwischen end- 


dt 
lichen Grenzen. Ferner folgt aus der genannten Voraussetzung, daß auch 


für alle Lösungen der reduzierten Gleichung 


d’x 
(38.) E+2.f(d=0 
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x und T zwischen endlichen Grenzen liegen. Wir bilden nun die Systeme 
dy _ ; 
. =0.y+:+(, 
(39.) 
= f©-.4+0.2+9 0, 
sowie 
dy 
dt =V.y+2, 
(40.) 
lz 
| > =-/().y+V0 z 
und 
dy 0 . 
Be‘ Yr2, 
(41.) 
7 fboy+0.z 





r ’ \ a e de 
Es sei 2=w eine Lösung von (37.). Dann stelt y=w, := 5 
(LE 


eine Lösung von (39.) dar, deren Elemente zwischen endlichen Grenzen 
bleiben. Liegt andererseits eine Lösung von (40.) vor, so ist @=y eine 
Lösung von (38.); es liegen daher y und 2 d.h. y und x zwischen end- 
lichen Grenzen. Nunmehr verwenden wir zunächst den in der vorigen 
Nummer bewiesenen Satz. Setzen wir 9,=0, m=1, yı=-fÜ, 9a=0, 
so sind die Bedingungen des genannten Satzes erfüllt; wir schließen dem- 
nach, daß das System (41.) für kein Phasensystem eine (nicht triviale) 
Lösung besitzt, deren absoluter Betrag beliebig kleine Werte annimmt. 
Weiter gelangt der in Nummer 20 formulierte Satz zur Anwendung. 
Die holle des Systems (28.) spielt dabei jetzt das System (39.). Der ge- 
nannte Satz lehrt, daß die Gleichungen (39.) eine Lösung besitzen, deren 
Elemente y, 2 im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden 
1, €, 0, Sind. Dann genügt @=y der Gleichung (37.). Die Gleichung 


on Ir d«z dx . .. 
(37.) besitzt daher eine Lösung, für welche x, je) gp m weiteren Sinne 
( 


dit 
periodische Funktionen mit den Perioden a,, &yy ...@, sind. 

Damit haben wir sämtliche in den Nummern 1 und 2 aufgestellten 
Behauptungen erledigt. 

28. Es mag schließlich noch folgende Bemerkung Platz finden. 
Bedeuten ın den Gleichungen 


FEN 2 
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e 


dr; 
(42.) 2 — "ıdı + "9. +77, (i=1, 2, ...%) 


dt N 


die N in fur alle t definierte ım engeren Sinne perrodısche stetige Funktionen mat 
derselben Periode, so können diese Gleichungen keine (nicht triwiale) Lösung 
besitzen, deren absoluter Betrag nicht belielny große, wohl aber beliebig kleine 
Werte annimmt. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir ver- 
suchsweise an, die Gleichungen (42.) hätten eine (nicht triviale) Lösung 
=, =, =, für welche YJE +&+ "+5, nicht beliebig große, 
wohl aber beliebig kleine Werte annimmt. Auf Grund der 'T'heorie der 
linearen Differentialgleichungen mit im engeren Sinne periodischen Koeffi- 
zienten erkennen wir dann, daß S,,$,...$, im weiteren Sinne periodische 
Funktionen sind. Weiter schließen wir aus der versuchsweise eingeführten 
Annahme, daß man beliebig große /-Intervalle angeben kann, in welchen 
Yves2+.-4 & beliebig kleine Werte annimmt. Man kann daher auch 
beliebig große /-Intervalle angeben, in welchen die Schwankung der Funk- 
tionen $,,$,...$, beliebig klein ist. Da die 5,,&,...$, im weiteren Sinne 
periodische Funktionen sind, so folgt aus dem gesagten auf Grund eines 
von uns in Nummer 5 (gegen Ende) bewiesenen Satzes, daß die 5,,&,... 
sämtlich gleich O0 sind. Dies ist aber unmöglich, da x, = 5,» = Sı, +... , 
eine nicht triviale Lösung darstellt. 


I 
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Soeben erschien die für den europäischen Kontinent bestimmte deutsche 
Ausgabe von 


Carl Schurz’ Lebenserinnerungen 
Bis zum Jahre 1852 


Oktav 420 Seiten. Mit einer Gravure: Schurz und Kinkel. 





——— Preis geheftet Mark 7.—, in Ganzleinenband gebunden Mark 8.—. 


\\tliche Jahre vor seinem Heimgange hat Schurz begonnen, die Odyssee seines 
4 Lebens zu schreiben, und er hat diese Aufgabe am Schlusse seiner Tage 
beinahe vollendet. 

Der erste vorliegende Band, in seiner ersten Fassung deutsch niederge- 
schrieben und von Schurz selbst wenige Tage vor seinem Tode zum Druck gereben, 
umfaßt die Geschichte und Entwickiung des Dorfschullehrerkindes aus Liblar, das 
in den Strudel des politischen Sturmes und Dranges der Märzjahre gerät und, 
als es daraus hervortaucht, ohne Heimat war. Er schildert uns die Freuden und 
Entsagungen eines geistig äußerst reesamen Knaben, der sich aus ökonomischer 
Enge zu Bildung und geistiger Freiheit hindurchringt, um sich dann als Student 
kopfüber in die Bewegung des Jahres 1848 zu werfen. Er erzählt uns, wie ihm 
sein Lehrer Kinkel zum Freund und Kampfgenossen wurde, vom mißglückten 
Siegburger Zeughaussturme. Wie er in der Festung Rastatt eingeschlossen war 
und sich in abenteuerlicher Flucht durch einen Abzugskanal aus ihr befreite, wie 
er dann, selbst von Häschern gesucht, den phantastischen Plan faßte und aus- 
führte, Kinkel aus dem Spandauer Zuchthause zu befreien. 

Durch diese Tat als Dreiundzwanzigjähriger zum Helden einer europäischen 
Legende geworden, die für den minder Gefestigten zum inneren Schiffbruch 
geworden wäre, beschloß Carl Schurz, sein Glück in Amerika zu versuchen, und 
hatte soviel Vertrauen in seinen Stern, daß er auch gleich ein junges Weib mit 
sich hinübernahm. Hier schließt der’ erste Band, dem ein zweiter, im Manuskript 
vollendeter, bald folgen soll. 
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ebenserinnerungen, nicht eine eigentliche am Faden der Zeit und der Persön- 

4 lichkeit aufgereihte Darstellung des eigenen Lebens. Ein Buch biographischer 

Rhapsodien, geschöpft aus der erlebten und erlittenen Stofffülle eines an Freund- 

schaft und Menschennähe unvergleichlich reichen Lebens. Ein Band menschlicher 
und kulturhistorischer Dokumente erster Ordnung. 
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